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PRÉFACE À L’ÉDITION RUSSE 


Le contenu de ce livre développe un cours fait à la Faculté de 
mathématiques et de mécanique et à la Faculté de mathématiques 
appliquées et de systèmes de commande de l'Université de Léningrad. 

Le chapitre premier présente des méthodes pour le problème 
de Ja stabilisation du mouvement non perturbé. Il s'ouvre par la 
théorie des systèmes linéaires et la théorie de la stabilité des mouve- 
ments permanents et fournit ensuite les concepts avec lesquels on 
détermine les solutions nominales dans les systèmes de commande 
linéaires ou non. L'auteur développe également la théorie de la 
construction des commandes continues, discrètes et par plus ou 
moins qui rendent stable une solution nominale donnée. 

Le chapitre IT aborde les commandes optimales par rapport 
à l'amortissement d’une fonction donnée. L'auteur s'inspire de la 
seconde méthode de Ljapunov pour établir des conditions nécessaires 
et suffisantes d’optimalité dans divers problèmes du Calcul des 
variations et mettre en lumière le lien qui existe entre ce procédé, 
d'une part, et les principes d’optimalité de Weïerstrass, de Bellman 
et le principe du maximum de Pontriaguine, d’autre part. 

Le chapitre III traite des commandes optimales relativement 
à des fonctionnelles qui caractérisent en particulier le critère intégral 
pour les systèmes de commande. Le problème de la détermination 
analytique de régulateurs (problème de Letov) y est résolu de façon 
exhaustive. L'auteur indique des techniques de formation de la 
commande optimale synthétique moyennant des commandes nomi- 
nales optimales et des méthodes convergentes qui donnent les com- 
mandes optimales par approximations successives. 

Le chapitre IV contient les solutions du problème de la synthèse 
de commandes pour plusieurs cas concrets, en particulier pour le 
transfert d'un état fixe dans l’espace de phase à un autre. On y trouve 
notamment la famille synthétique de telles commandes pour le cas 
linéaire, quasi linéaire et en régime de stabilisation. On étudie 
l'influence des retards, ainsi que celle de la discrétisation et de la 
quantification. La détermination des commandes s'appuie sur les 
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mesures, ce qui explique l'analyse des éléments du mouvement et 
de sa localisation. Le chapitre se termine par des problèmes de 
poursuite. 

Le chapitre V développe les méthodes d'approximations successi- 
ves permettant de trouver les commandes optimales, nominales et 
synthétiques, et les solutions satisfaisant à des conditions aux 
limites. Ces solutions vérifient en général les conditions nécessaires 
d’optimalité qui constituent à leur tour un ensemble de conditions 
aux limites. Une partie du chapitre est consacrée à la recherche par 
tâtonnements de gains optimaux dans des asservissements munis 
d'une loi de commande donnée. 

Le chapitre VI est consacré à la construction de commandes 
dans les systèmes gouvernés par des équations différentielles stochas- 
tiques. On suppose optimale la probabilité de certains événements 
et on se borne en général à des systèmes linéaires ; on indique toutefois 
certains résultats concernant des systèmes non linéaires. 

Le chapitre VIT constitue une approche générale de la description 
mathématique du processus de commande dans le cas où l’on utilise 
un automate fini avec ou sans éléments de mémoire. On adjoint 
plus précisément aux équations d’Euler des relations qui décrivent 
le fonctionnement d’un circuit logique fini. On aborde également 
l'analyse de tels systèmes de commande. 

Le chapitre VIIT montre les applications de divers résultats des 
chapitres précédents à la commande du mouvement de rotation 
d’un solide: on établit les couples de commande qui déterminent 
soit son orientation dans une direction donnée, soit le balayage, 
selon un programme donné, des axes liés à ce solide. On montre 
de plus que ces couples peuvent être créés par les moments des forces 
de Coriolis et les moments des forces d'inertie relatives. On élabore 
la théorie de la définition des éléments du mouvement pour le cas 
considéré. 

L'auteur tient à exprimer ses remerciements les plus sincères 
au professeur Ÿ. Riabov pour ses précieux conseils et ses remarques, 
ainsi qu’à V. Ermoline, A. Oulokina et E. Smirnov qui lui ont été 
d’une aide inappréciable lors de la préparation du manuscrit. 


VY. Zoubov 


PRÉFACE À L’ÉDITION FRANÇAISE 


En 1852, Léon Foucault présenta à l’Académie de Paris son 
invention, le gyroscope. Cet appareil illustra la fixité de l’axe de 
rotation propre d’un solide à symétrie dynamique mobile autour 
d’un point fixe. Autrement dit, il matérialisa les résultats d'Euler 
sur l'intégration des équations du mouvement d’un solide pesant. 

De nos jours, les gyroscopes constituent un élément essentiel 
des systèmes de navigation par inertie. Le problème d'’orienter l’axe 
de rotation propre dans une direction donnée, fixe dans l’espace 
absolu, s'était posé bien avant l'invention du physicien français. 
On se rappelle qu'Archimède se proposa, 20 siècles avant Foucault, 
de soulever le monde à condition de posséder un point d'appui. 
Mais l’authenticité de l’anecdote peut susciter des doutes car le 
grand Hellène fut l’objet de bien des légendes. Ne raconte-t-on pas 
par exemple qu’il sortit un jour à demi-vêtu des bains publics de 
Syracuse en poussant son Eurêka et se précipita chez lui pour rédiger 
son célèbre principe sans faire attention aux passants ébahis. Archi- 
mède nous laissa effectivement trois ouvrages sur les corps flottants 
qui constituent les fondations de l’hydrostatique moderne. 

La présente monographie offre une solution à ce vieux problème 
de la mécanique; elle montre que l'orientation d’un solide peut 
se faire en l’absence de sollicitations extérieures (sans point d’appui), 
par le seul jeu des mouvements relatifs des corps liés au mobile. 
On voit alors apparaître les forces de Coriolis et les forces d'inertie 
relatives qui engendrent des couples imprimant au mobile une direc- 
tion donnée. 

La Société mathématique de Kharkov fit paraître en 1892 le 
remarquable mémoire d'Alexandre Ljapunov « Le problème général 
de la stabilité du mouvement », où l’auteur indiqua deux méthodes 
qui portent son nom. 

La seconde méthode de Ljapunov dont l’idée remonte à Archi- 
mède, Galilée et Lagrange, consiste à étudier le comportement 
de certaines fonctions le long des trajectoires du système. Elle donna 
lieu à d'importants travaux théoriques et trouva. de nombreuses 
applications. 
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Dans cet ouvrage, nous développons cette méthode et nous résol- 
vons en principe le problème de trouver la frontière du domaine 
de stabilité asymptotique. L'étude des systèmes de commande à la 
lumière du procédé de Ljapunov nous amena à la conclusion que 
tous les principes d'optimalité résultent du problème de l'amortisse- 
ment de solutions relativement à certaines fonctions ou à certaines 
fonctionnelles. 

Non seulement la seconde méthode de Ljapunov donne une condi- 
tion nécessaire d'optimalité, mais encore elle en fournit une condi- 
tion suffisante dans plusieurs cas importants. 11 y a plus. La méthode 
permet en fait de construire les commandes optimales et les mouve- 
ments associés par les approximations successives. 

En démontrant son célèbre théorème sur les solutions périodiques, 
Henri Poincaré établit la convergence des séries et justifia par là 
même la méthode des perturbations, méthode que Lagrange utilisa 
bien avant lui. 

Nous recourons volontiers à cette technique, et cela non seule- 
ment quand il s’agit de déterminer les commandes et les solutions 
nominales dans des systèmes quasi linéaires, mais aussi lorsque 
nous nous attaquons aux problèmes aux limites non linéaires relatifs 
à des systèmes différentiels. 

La méthode des perturbations se fonde, on le sait, sur les équa- 
tions différentielles linéaires. Lagrange les étudia dans le cas de 
coefficients constants, mais, en ce qui concerne des systèmes plus 
généraux, des résultats aussi clairs et exhaustifs que les siens nous 
font malheureusement défaut. 

Nous complétons dans cet ouvrage les recherches de Lagrange 
et de son école sur les systèmes stationnaires linéaires par l’analyse 
de systèmes avec retard, ce qui offre des perspectives nouvelles 
à la théorie des systèmes de commande. 

Nous nous abstenons d’exposer le contenu des chapitres (le lecteur 
n’a qu'à s'adresser à la Préface à l'édition russe), car notre seul 
but a été d’insister sur le lien étroit entre la théorie moderne de la 
commande et l’œuvre des savants des siècles passés. 


V. Zoubov 


CHAPITRE PREMIER 


PROBLÈMES DE STABILISATION DES SOLUTIONS 


$ 1. Systèmes linéaires d'équations différentielles 


1° Soit le système d'équations différentielles linéaires sous 
forme vectorielle 
dx/dt — Ax, (1.4) 


où À = {a;;}, ;—1 est une matrice constante . d'ordre net xun 
n-vecteur-colonne de coordonnées x, ... 
On cherche la solution de (1.1) sous la Rue 


x=— ete, (1.2) 


avec c un vecteur-colonne constant dont les coordonnées c,, ..., c, 
dépendent du choix des conditions initiales du système, et À un 
nombre constant. 

Portons la solution (1.2) dans (1.1), il vient 


(A —XE) ce = 0. (1.3) 


Notons que ||el| 0 et Æ est la matrice unité d'ordre n. 
Pour que le système (1.3) admette une solution non triviale par 
rapport au vecteur c, il faut et il suffit que 


det (4 — ÀE) = 0. (1.4) 

C'est une équation algébrique de degré r en À à racines À,, ... 
.., An qui sont les valeurs propres de la matrice À. Pour tout 
À = À, on a une solution c = c; du système (1.3). On peut prendre 


pour coordonnées de ce, les cofacteurs des éléments de toute ligne 
du déterminant (1.4), À = À,, si ces éléments ne sont pas tous nuls. 
Ainsi, le système (1.1) admet pour solution particulière 


xy=ehte, j=1,2,...,n. (1.5) 


On obtient sa solution générale sous forme de combinaison linéaire 
de solutions particulières (1.5) 


x (t) = À VX = 2) vehite, (1.6) 
= 2= 
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si M4 Æ À) quand i = j (plus précisément, il correspond aux racines 

y + + Àn de l'équation (1.4) les diviseurs élémentaires simples 
de la matrice À). Dans le cas général, la solution (1.5) prend la 
forme 


xy=py(thent, j=1,2,...,n, (1.7) 


où py(t) sont des polynômes en t de degré inférieur à l’ordre de 
multiplicité de la racine À;, dont les coefficients sont des vecteurs 
constants. 

Considérons les cas où 1) toutes les racines À; sont à partie réelle 
négative, i.e. Re; <<0, j = 1,2,...,n; (toute solution du 
système (1.1) tend alors vers zéro avec { croissant indéfiniment); 
2) il existe au moins une racine À;, telle que Re 4,4, > 0 (la solu- 
tion (1.5) correspondante croît alors indéfiniment quand & —+.+ 
pour toute valeur, fût-elle aussi petite qu’on le veut, des coordonnées 
du vecteur x; à l’instant initial). 

11 est naturel de dire que dans le premier cas il y a stabilité des 
solutions et dans le second leur instabilité. 

La présence des À; multiples n'’influe pas sur l'allure des courbes 
intégrales du système (1.1) parce que p, (t) et 0 si et +0. 

Partageons toutes les racines À, . .., An, i.e. toutes les valeurs 
propres de la matrice À, en trois groupes: 4) À,, . .., À,, valeurs 
propres à partie réelle positive, 2) Ax+, + - ., An+1, Valeurs propres 
à partie réelle nulle, 3) Ay+z41: + - «; Antns Valeurs propres à partie 
réelle négative. 

Il est connu [19] qu'on peut effectuer sur le vecteur x une trans- 
formation linéaire non singulière x = Sy telle que le système (1.1) 
se ramène à 


dyldt = S-'ASy, (1.8) 


où S-! est l’inverse de S, le système (1.8) admettant une décomposi- 
tion en trois sous-systèmes : 


d d 
—— = À;y:, 22 — À ,y., —— = AÀ_y3, (1.9) 


avec À+, Ao, A- les trois matrices associées aux groupes indiqués 
de valeurs propres (la chose est possible parce que la matrice À 
peut être mise sous la forme canonique de Jordan). 

y. est un k-vecteur, et toutes les solutions du système d'équations 
en y, croissent indéfiniment pour £ — o tandis que toutes les solu- 
tions du système par rapport à y, décroissent et tendent vers zéro 
quand t? tend vers l'infini. Les valeurs propres de la matrice 4, 
sont de la forme À; = iu;, et la solution particulière correspondant 
à ce À, s'écrit comme 


Va = eibitCa, (1.10) 
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si bien qu’elle représente des oscillations unifréquentielles. La 
solution générale pour le vecteur-colonne y, prend la forme 


l 
ve= D veines, (1.11) 


si u, j = 1, 2, l, sont supposés distincts. 

La solution (1. 11) décrit une oscillation complexe obtenue par 
superposition d’oscillations unifréquentielles. Ces oscillations sont 
périodiques pour des fréquences commensurables et presque périodi- 
ques dans le cas contraire. 

Ainsi, l’espace n-dimensionnel est la somme directe de ses parties 
dans chacune desquelles les solutions présentent un comportement 
analogue, et le mouvement dans l'espace dans son ensemble est 
formé par les mouvements dans ces sous-espaces au sens indiqué. 


REMARQUE 1.1. Les développements ci-dessus font naître le 
problème de la définition et de l'analyse des racines de l'équation 
de degré n 

det (4 — ÀE) = 0. (1.12) 


En particulier, pour conclure à la stabilité ou à l'instabilité, on 
établit si (1.12) a toutes ses racines dans le demi-plan de gauche 
de la variable complexe À. 

Appliquons ce demi-plan sur le cercle unité du plan de la va- 
riable complexe p par la fonction 


Pp—i 
=. (1.13) 


Les racines de l'équation (1.12) deviennent par cette transforma- 
tion celles de 


det (4—E À =) = — 0. (1.14) 


LEP 
Multiplions par (1 + p)", il vient 
det [4 +E — p(E — A)] = 0. (1.15) 


En remplaçant p par —p et en multipliant les deux membres par 
det [(4 — E)-!], on obtient 


det (B — pE) = 0, (1.16) 


avec B = (A — E)"'(4 + E). 
Ainsi, si Re À; << 0, À} étant les valeurs propres de la matrice À, 
la matrice B a toutes ses valeurs propres dans le cercle unité. 
Désignons par P,, .-.., P, les racines de (1. 16). Il est connu que 
la matrice B* possède les racines pl, ..., pk. Conséquence: pour 
que les valeurs propres de la matrice A se trouvent dans le demi- 
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plan de gauche, il faut et il suffit que 


B* —>0 pour 4 —+ + oo. (1.17) 
En effet, B peut s’écrire comme 
B = S-IRS, 
où S est la matrice de similitude non singulière et R est diagonale 
avec P1, - .-, Pn Sur la diagonale principale ou mise sous la forme 
de Jordan avec la même diagonale. On a alors 
B* — S-1RÀS, (1.18) 
et À 0 sip,, i = 1, 2, ..., n, est de module inférieur à l’uni- 


té. D'où (1.17). 
La condition (1.17) se trouve remplie si le module de tout élé- 


ment b; ; de la matrice B*, pour un 4, est au plus œ/n avec & un 
nombre positif quelconque inférieur à-1 et nr le nombre d'équations, 
1.€. 

[| a/n. (1.19) 


En effet, tout élément de B°%* vaut alors au plus n + : 


Lé # Lé e # Q « a3 e Q e 
tout élément de B$% est égal ou inférieur à —, et ainsi de suite. ce 


qui conduit à (1.17). 
On vérifie ce critère en construisant la matrice B. On a 


B—(4 —E) (A +E) = (A — E)-!'[(4 — E) + 2E], 
d’où 
B=E+2(A — EE)! 
La construction de B se ramène donc à celle de 
C = (A — E)”t. 
Cela fait naître les problèmes suivants. 
EXERCICE 1.1. Calculons les traces des matrices 
Tr B'=s,, Tr BE = 5, ...., Tr Br = sn. 


Exprimer en fonction de s,, ..., s, les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que Re; <0, j—1,2,...,n. 
EXERCICE 1.2. Calculons 
TrBi=0,, TrB=o, TrBi=os ..…, Tr lo. 
Exprimer moyennant 0,, ..., 6, les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que Re; <0, j—=1,2,...,n. 
29 Soit le système d’équations différentielles d’ordre n 


dx/dt = A (t)x (1.20) 
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avec À (t) une matrice réelle, continue, 2x-périodique définie par 


A (t + 2x) = À (i). (1.21) 
Prenons pour matrice fondamentale du système 
[ ..s “*) 
Y(D=l ss sx (1.22) 
Ynys ° +. Unn 


dont toute colonne est solution du système (1.20), et, pour £{ = 0, 
Y (0) = £, E étant la matrice unité. On sait que det [Y (t)] & 0. 
La solution vérifiant les conditions initiales x = x, pour t = 0 


est de la forme 

x (4) = Y (t) x. (1.23) 
Il est clair que : 

Yt)=Y (CC, (1.24) 


où C, une matrice non singulière constante, est également la matrice 
fondamentale, et que toute matrice fondamentale figure en général 
dans la formule (1.24). 
La matrice Ÿ (t + 2x) satisfait à l'équation 
Y=A(t+92n)Y = A(DY 
et est donc fondamentale non singulière. On l’exprime moyennant 
Y (t) par la formule (1.24): 


Y (+ 2x) = Y (t)C. (1.25) 
Y (+ 4n) = Y (ti) C2. (1.26) 


D&érINITION 1.1. Vous appellerons fonctions périodiques de seconde 
espèce, des fonctions telles que 


p (t + ©) = ko (1) (1.27) 


De même 


pour tout tet k Æ 1. 
Posons 


h(t)=@p(t)k7"°. (1.28) 
La fonction À (t) est alors w-périodique. En effet, 
h(t+o)= p(t+0) k7 +006 LE ko (t) KT USA LR (+). 
Ainsi, les fonctions périodiques de seconde espèce admettent la 
représentation 
p(t)= KR (&), (1.29) 


où h(t + wo) —=hî(t) est w-périodique. Conformément à (1.25), 
la matrice fondamentale Y (t) est une fonction périodique de seconde 


44 PROBLÈMES DE STABILISATION DES SOLUTIONS [CH. 1 


espèce de période w = 2x, À = C. Elle prend donc la forme 
Y (= (+) c'/7), (1.30) 
D (t) = O (t + 2x), C étant une matrice constante non singulière. 
Posons 
B=-—InC (1.31) 
et récrivons (1.30): 
Y (t)= © (+) eët, (1.32) 
avec B une matrice constante. 
Effectuons sur x de (1.20) une transformation linéaire non singu- 
lière d’après la formule 


x (t) = D (t)z (+). (1.33) 


On obtient le système d'équations différentielles à coefficients 
constants 


dz/dt = Bz. (1.34) 
En effet, dérivons (1.33) par rapport à t: 
x = Dz + Oz = Ax = ADZ. (1.35) 


Vu (1.32) et le fait que Y (t) est la matrice fondamentale de (1.20), 
on à 
Ÿ = Dert + OBeBt = AY = AOeët 
ou 
(D+DB—AD)est— 0, 
d'où 
D— — DB + AD. (1.36) 


En substituant (1.36) dans (1.35) on a — DBz+ ADz + Dz— 
— ADz ou ®Oz = ®Bz, d'ou 


z=D iOBz— Bz, 
c.q.f.d. 
Il existe donc une matrice de transformation non singulière telle 
que le système à coefficients périodiques (1.20) se ramène au système 
à coefficients constants (1.34) de sorte que [18] 


Y (t)= © (t) elt, (1.37) 

auquel cas, ® (ét) étant une matrice 2x-périodique, on a 
1 Y (2x) ; 
B=-r 5. (1.37°) 


C'est le contenu d’un théorème de Floquet. 
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Considérons le cas général de système linéaire 
dx/dt = À (t) x, (1.38) 


où À (t) est une matrice rz X n formée par des fonctions réelles, 
continues et bornées, définies pour t > 0. Connaissant la matrice 
fondamentale Y (f), la solution du système non homogène 


dx/dt = À (t) x + f (t), (1.39) 


la fonction vectorielle continue f({t) étant choisie quelconque, 
s’obtient par quadratures et est donnée par la formule de Cauchy 
t 
x (= Y (D Y (to) xo+ | YO Y (Mdr. (1.40) 
lo 


L'étude de la nature analytique de fonctions formant la matrice 
fondamentale est à peine entamée encore que la représentation 
analytique de Y (t) soit du plus haut intérêt dans plusieurs problèmes 
de la théorie de la commande et des oscillations. 

Voici un exemple d’un problème fort ardu. 


EXERCICE 1.3. Trouver la représentation de la matrice fondamentale du 
système 
x= A (+) x, (1.41) 


où 


_ il t 
Alt)= D) Ane À. 
k=-N 


Ici 4, sont des matrices constantes, u, des nombres réels constants, N est 
un entier naturel. 


En étudiant les propriétés de la matrice fondamentale, on utilise 
les nombres caractéristiques introduits par Ljapunov [22]. La théorie 
ci-dessous est l'œuvre de A. Ljapunov. 


DériNiTION 1.2. On appelle nombre caractéristique % (f) d'une 
fonction continue f (t) définie sur toute la demi-droite réelle t > 0, 
un nombre À, qui vérifie pour tout e >> 0 arbitrairement petit les condi- 
lions : 

4) lim f(the4o-at — 0, Ye > 0; 

{— +00 
2) la fonction f (t) hotel n'est pas bornée pour t —+ co. 
Si lim f(t)eht = 0 pour tout À,, alors % (f) = + (le 
t——+o0 
nombre caractéristique de O0 vaut +oo). 
Si lim f(t)eht — oo, alors y (f) = —oco. Dans cette condi- 


{+00 
tion f (t) possède un nombre caractéristique fini ou infini. On montre 
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aisément que 


x(= — Tim PUOL pour t—+ +00, |f15 0. 


Donnons plusieurs propriétés des nombres caractéristiques que 
nous devons toujours à Ljapunov. 

1. Le nombre caractéristique de la somme de deux fonctions 
est égal au plus petit des nombres caractéristiques des termes quand 
ces nombres sont différents et est au moins égal à ces nombres quand 
ils sont égaux. 

2. Le nombre caractéristique du produit de deux fonctions est 
au moins égal à la somme de leurs nombres caractéristiques. 

D'où 


x(1+)=0>10+x(+). 


3. Pour que la somme des nombres caractéristiques des fonctions f 
et 1/f soit nulle, il faut et il suffit que l’expression 1 In |f(t)] 
ait une limite quand t —+ + co. 


: 1 1 
4 Si x(f+)= 2x0 +x (+) =0, alors x (9) = x ( + 
+ x (p), avec o une fonction. 
9. Le nombre caractéristique d’une intégrale est au moins égal 
. nombre caractéristique de la fonction à intégrer. On considère 


[60 dr si 4 (PL O0 et f (x) dr dans le cas contraire. 
{ 


Soit x (t), . - ., za (t) üne solution du système (1.38). On appelle 
nombre caractéristique de cette solution, et on note % (x, . . ., Zn), 
le plus petit nombre caractéristique des fonctions zx,, . .., zh. 

Toute solution du système (1.38) autre que la solution triviale 
a un nombre caractéristique fini. 

En effet, le produit scalaire de (1.38) par x donne (du moment 
que x*Ax = x*A*x): 


Ex fË= x" (444%) x, 


l’astérisque désignant la transposition. 
Désignons par M, ..., À, les valeurs propres de la matrice 
A + A* et posons 


À= max {As [} < + 00. 


1<8< 
Avec la notation x, — x (0) on obtient facilement 
]xo fe I x] KI] xo IF ef. 
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Ainsi, on peut dire que 
[r. (Ice, s=1, 2, ...,n, 
ce qui signifie la borne des nombres caractéristiques. 

Soit Y (t) la matrice fondamentale de (1.38). On dit que le systè- 
me (1.38) possède au plus nr solutions à nombres caractéristiques 
distincts. La solution générale de ce système prenant la forme 

n 
x()=Y(t)couz, = D yaici s—=1, 2, ..., n, avec c; des cons- 
J=1 


tantes quelconques, le nombre caractéristique des solutions x, (t) 
est égal au plus petit nombre caractéristique des fonctions y, (t), 


j—=1,2,...,n, dans le cas où ces derniers sont distincts (pro- 
priété 1). 
Supposons les nombres caractéristiques À,, . . ., À, d’un système 


fondamental de solutions non tous distincts. Il se peut que le nombre 
caractéristique d’une solution représentant une combinaison linéaire 
de solutions de même À; du système fondamental considéré soit 
supérieur au nombre caractéristique des solutions éléments de la 
combinaison. On remplace alors l’un de ces éléments par la solution 
obtenue. Si le nouveau système fondamental possède des solutions 
qui, lorsqu'on effectue leur combinaison, fournissent une solution 
à nombre caractéristique plus grand que celui des solutions de départ, 
on le transforme de même façon. Puisque les nombres caractéristiques 
distincts sont en nombre fini, on aboutit à un système tel que toute 
combinaison linéaire de solutions dont il est composé, possède un 
nombre caractéristique égal à celui de l’une des solutions combinées. 
On dit alors que le système est normal. 
Les nombres caractéristiques (non obligatoirement distincts) 
, ++. Âm du Système normal de solutions s'appellent nombres 
caractéristiques du système d'équations différentielles (1.38). 
n 


Soit S = Ÿ A4; on a alors l'inégalité 
tent 


{ 


SELY [ exp (| ass dt) |, 


obtenue en vertu des propriétés des nombres caractéristiques et de 
l'égalité 


det Y (t) — det Y (0) exp (i S Ass dr) ; 


Notons 


n=x[exp(— 


Ou) 
S 
o 
œ 
© 
a 
LÀ 
Lu 
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DEFINITION 1.3. Si S + u = 0, le système (1.38) est dit régulier. 


EXEMPLE 1.1. Soit dx/dt = Ax, À étant une matrice constante. Notons 
Lis - u les racines de l'équation det (4 — uÆ) — 0. 11 se trouve que À, — 
e[—u}, s=1,...,n. 


EXEMPLE 1.2. Supposons À (t) de (1.38) étant une matrice périodique de 
période 7. Conformément à (1.37), (1.37) avec 7 au lieu de 2x, on a alors 


Y (H}=Ot(tert, 
où 
B=— {in Y (T)—In Y (0)} 


En particulier, si YŸ (4) est la matrice fondamentale normale de sorte que Y (0) = 
= ÆE est la matrice unité, alors 

1 
T 
Notons lu, ..., u, les racines de det (B — UE) = 0. On a À, = Re[—,]. 


Observons que le système (1.38) est Déesse ement régulier à condition que "4 
soit constante ou périodique. 


39 Soit le système linéaire aux différences finies 
XR+1 = AX», k — 0, 4, 2, .0e73 (1.42) 


avec À une matrice réelle constante n X nr et x, un n-vecteur. Ce 
système peut s’interpréter comme relation de récurrence donnant 
chaque terme de la suite x,, x,, . .., x, en fonction de son anté- 
cédent. 

Le vecteur x, étant défini, chaque terme de la suite est donc donné 


par la formule 
x = Afx. (1.43) 


D'après cette formule, le comportement d’une solution de (1.42) 

est déterminé pour À —+ + co par les valeurs propres de la matrice À. 

Ainsi, || xx ||—-0 pour tout choix de x, si et seulement si À 
R—+00 


B=— In Y (7). 


a toutes ses valeurs propres à l’intérieur du cercle unité centré en 
p = 0, i.e. si 


[psl<1, j=1,2,...,n, 
OÙ Py, + + -» Pn Sont les racines de l’équation 
det (4 — pE) = 0. (1.44) 
Bien que le système (1.42) et sa solution générale (1.43) soient 
fort simples, c'est justement à un tel système que se ramènent de 


nombreux systèmes différentiels linéaires qui gouvernent en particu- 
lier des asservissements discrets. 
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Soit un système 


è l 
K= Ax+ À Aix ((E—DR)+ Ba((E— DH, (145) 


L 
2 (+0 = D ICX (EDR) + Da (ET) AN (1.46) 
_ 
avec À un paramètre positif (pas de discrétisation); x un 7-vecteur; 
zunr-vecteur ; A;, B;,C;,D;,j =1,..., l, des matrices constantes 
de dimension correspondante. 

Le système (1.45)-(1.46) définit le mouvement pour tE€ 
Ekh, (k + 1) h] sous la condition initiale x = x (kh) = x,. Autre- 
ment dit, pour obtenir le mouvement par le système en question, 
il faut se donner les valeurs initiales x ((k — j)h) = xx, z ((4—j)hk)= 
— Zp2y, j = 0, 1, ..., L. Par intégration de (1.45), on définit 
alors de façon unique la fonction vectorielle x (t) pour £E[kh,(k<+1)h], 
et ainsi de suite. 


Utilisons en effet la formule de Cauchy que nous avons donnée 
plus haut; on obtient à partir du système (1.45): 
x (t)=eAG-kh)x (kh) + 
t L 
+ er-n US Lx (E—ÿ)h)+ Biz ((k—ÿ#)]} dr (1.47 
Rh j=1 
pour tE[kh, (k +1) h]. 
Posons t — (4 + 1) h dans (1.47), il vient 


l 
x ((4+1) h) = à LAx ((&—j)h)+B;2((k—j)h)], (1.48) 


À;, B; étant des matrices constantes obtenues de (1.47) par réduction 
des termes semblables et ouverture des crochets. 
Considérons (1.48) conjointement avec (1.46). Pour que ce systè- 
me prenne la forme (1.42), on fait intervenir le vecteur 
Ent ={x (A + 1)h), x (kh), ..., x(&—1+1)h), 
2 (H+1)H), ..., 2 (k—1+1))}, 
et le système (1.46), (1.48) s'écrit 


En+s a Aë, (1.49) 
avec À une matrice carrée réelle constante d'ordre (n + r) (1 + 1). 
On sait déjà que le comportement des solutions de (1.49) est 


défini par les valeurs propres de la matrice À, et les formules (1.47), 
(1.46) impliquent que celui des solutions du système linéaire 
(1.45)-(1.46) est fonction de l'allure de la suite E, seule. 


2e 
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Avec les valeurs propres de À à l’intérieur du cercle unité on 
sait déjà que 
X()—0, z(t) —0, tt —++oo, 


et la réciproque est également vraie. 

4° Passons à la recherche des solutions des équations diffé- 
rentielles linéaires à argument retardé. 

On connaît le grand rôle que ces systèmes jouent dans les problè- 
mes de physique, mécanique et mathématiques. Nous allons donc 
donner la théorie complète de leur classe la plus importante, à savoir 
la classe de systèmes linéaires à coefficients et retards constants. 


Le système 


n,V 
= D) dunft—h), s=1,...,n, (1.50) 
l=1;, j=0 

où hk —=0 et a et Oh, <Lh, <...<h, sont des constantes 
réelles, s'appelle système d'équations linéaires stationnaires homo- 
gènes à v retards. 

Désignons par ges (0), s, L = 1, ..., n, la famille de fonctions 
à variation bornée définies sur [—h, 0]. Considérons le système 


n 0 
ED) | a (t+8) deu (8), s—1,...,n, (1.51) 


l=1 —-h 


qui contient comme cas particulier (on le constate aisément) le 
système précédent. 

Posons G (8) = {ges (9)}5,1—1. Le système (1.51) s'écrit alors avec 
des notations matricielles 


0 


— | dG(8)x(t+®), (1.52) 
=h 


où x est une fonction vectorielle et dG (8) ={dg,s (9) }5 11. La diffé- 
rentielle n’est prise que par rapport aux éléments de G 

Nous voulons représenter les solutions du système (1.52) dans 
la condition x (t) = @(t); t E [—h, O0] (æ est une fonction vectorielle 
dont nous nous occuperons plus bas) et étudier l'allure de cette 
solution pour £ — + oo. 

Ces problèmes pour des systèmes de la forme (1.50) ou, plus 
exactement, pour des cas particuliers de tels systèmes ont été consi- 
dérés dans [13], [16]. Partout dans la suite, on supposera que le 
système (1.52) admet une solution pour toute fonction vectorielle 
continue o (t) définie dans [—h, O0] et que dans l'intervalle [—h, +o) 
on a l'estimation || x (t)| Met, où M et c sont des constantes. 
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0 
Désignons par À (À) la matrice {exe dG (8) — ÀE. On montre 


h 
[26] que toutes les racines de l'équation 
det À (À) = 0 (1.53) 


se situent dans le demi-plan Re À < c, c étant le nombre figurant 
dans l'estimation ci-dessus. 

Notons A4, ..., À, . .. tous les points du plan complexe en 
lesquels la fonction entière det À (À) devient nulle. Les points sont 
numérotés de façon que Re (4.,) > Re (À) >... 

Soit s; l’ordre de multiplicité de la racine À; de l'équation (1.53). 
Groupons les points À;, j = 1, 2, ..., n, de façon à réunir ceux 
d’entre eux qui ont une même partie réelle. Chaque groupe est donc 
caractérisé par l’un des nombres 0, > 6: > ..., ü; étant la partie 
réelle des racines du j-ième groupe. Montrons que tout groupe est 
fini. 

LEMME 1.1. Les racines de l'équation (1.53) situées dans la bande 
verticale 

a ReÀi<b, a> —o, (1.54) 


sont en nombre fini. 
0 


La matrice | e% dG (8) a pour éléments les fonctions entières 
—h 
0 


Per (À) = | e9 deu (8). On constate aisément leur borne dans 
=h 
la bande (1.54). Aussi les fonctions b, dans 
det A(A)=(—1)"AT+ D BAT 
R=1 


jouissent-elles de la même propriété parce qu'elles sont des poly- 
nômes finis en 1,4 (À). Cela entraîne | det À (4) | > 0 pour À apparte- 
nant à (1.54) et |[ÀA|> B > 0, avec B un nombre suffisamment 
important. Ainsi, les racines de (1.53) situées dans la bande (1.54) 
sont entièrement intérieures au domaine a< ReÀÂ<b, |[A| << B, 
et une région finie du plan complexe ne peut contenir de point de 
condensation de racines. Par conséquent, la bande en question ne 
renferme qu'un nombre fini de racines. 


TH£OREME 1.1. Jl correspond à toute racine À; de l'équation (1.53) 
une solution x; (t) de (1.52) qu’on cherche sous la forme 


x(t)= Î eM A1 (A) F (A) dA, (1.55) 


cj 
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où c? est une circonférence de rayon r; et de centre au point À = À; 
telle que le cercle |À— À; | < r; ne renferme pas d'autres racines 
de l'équation (1.53), et F (À) une fonction analytique univoque quelcon- 
que dans ce cercle. L'intégration s'effectue dans le sens contraire aux 
aiguilles d'une montre. 


DEMONSTRATION. La fonction x, (1.55) est définie pour {€ 
€ (—oco, —+oo), continuement dérivable et est une fonction entière 
en t. Portons-la dans (1.52), il vient 

0 
+[] eMA-1 (2) F (2) dà | — [ dG (8) Î EME+O)A=1 (A) F (A) d\ = 
j 


‘ —h ; 
c c; 


0 

— | ent [AE — | ex? 4G (9) | At (À) F (à) dà = — | MF (À) dhe 
ci —h c} 

La dernière intégrale est nulle aux termes d’un théorème de Cauchy. 
Les fonctions x; vérifient donc le système (1.52). 


ConsequEenNcE 1. À toute racine À, de l'équation (1.53) correspond 
une fonction entière p; (t) eMtsolution du système (1.52), p, (t) étant 
un polynôme de degré s; — 1 au plus en t à coefficients constants vecto- 
riels. 

En effet, le théorème des résidus aidant, on met la fonction 
(1.55) sous la forme 


xy(t)= res eMtA"1(X) F (à). 
ÀA=À j 
Posons 


a. - AUD 
AT Q)= det À (à) 


où À (À) est la transposée des cofacteurs des éléments de À (4). On 
cherche alors x; sous la forme 


1 dt | MADFA)(A—-A)I 
x (t)= (sp—1)l 871 det A (À) 
J dù J 


Si 


=e"s" D tes, 
loi 


et, la fonction analytique univoque F étant quelconque, les vecteurs 
constants c, s'expriment par s, vecteurs arbitraires 

dtF 

dt fur, 


en formant leurs combinaisons linéaires à coefficients dépendant 
de la matrice À (À) seule. 


1=0, œ.) Sj—1, 
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ConsequEncE 2. Si l'équation (1.53) a des racines imaginaires 
pures, le système (1.52) admet des solutions périodiques. Etant donnée 
la linéarité de (1.52), toute combinaison de x, en nombre fini est égale- 
ment solution de ce système. S'il y a plusieurs racines imaginaires 
pures rationnellement indépendantes, le système a donc également des 
solutions presque périodiques (on suppose l'existence de racines deux 
à deux incommensurables). 

Introduisons l’espace de fonctions vectorielles définies et conti- 
nues sur [—h,, 0], A > hk, œ(—}X) = 0, et remplissant sur cet 
intervalle les conditions de Dirichlet. Notons C, l’ensemble de ces 
fonctions. 

Soit la fonction vectorielle 


0 Ÿ 0 
B(A, g)— ( ex° dG [ e- Mg (rt) dr —À | e-Mop(r) dr—p(0). (1.56) 
—h1 —h1 —h1 


Ici G (8) = G(—h) quand 8 E [—h,, h]. 

La fonction B (à, œ) définie par (1.56) est une fonction entière 
du paramètre À pour tout p € C,, et, pour À fixe, c’est un opérateur 
Heu borné de C, dans £;, (E, est l’espace complexe n-dimension- 
nel). 


THPROREME 1.2. La fonction 


O+ico 
x(t)=— D et4-1(1)B (à, g) dà, (1.57) 


où G > c est une solution continue du système (1.52), qui vérifie la 
condition 


x()=qp(t), tEl—R, 0), € Co 
le. toute solution de ce système telle que 
x(t) =œp(t), tE[—h, O0], (1.58) 
s'exprime, quel que soit @ (t) € C,, par la formule (1.57). 


D£MonsTRATION. Résultat de la transformation de Laplace sur 
(1.52), la fonction vectorielle (1.57) est définie et continue pour 
t > —Mm. Montrons qu'elle vérifie la condition (1.58) et considérons 
donc mt) = mit) pour t E [—h,, 0] et œ (it) = y (0) pour t > 0. 
Cette fonction s'exprime, on le constate facilement, par 


O+ico 0 
PO=E | ef ( empmar+ 20 an (1.59) 
{ 


C—i% —h 
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Retranchons terme à terme de (1.57), il vient 


O+ ico 


x (t)—p() = | eXR (À) dà, (1.60) 
où | 
0 Û 
R()=—41() | d6[ (lr@-np(r) a+ ae], 
—h1 Ÿ 


Calculons l'intégrale du second membre de (1.60). On considère 
à cette fin une famille de circonférences c, de centre 0 et de rayon 
r>0,r—+ + oc, et un contour fermé Z, formé par les arcs de c, 
dans le demi-plan Re À > © et le segment de droite Re À = © inté- 
rieur à c.. 

Quel que soit t > —h,, on a 

1 
x | eMR (A) dà = 0 


Fr 


parce que la fonction à intégrer est uniforme et analytique à l’inté- 
rieur de Z, et sur L, même. Le calcul de l'intégrale (1.60) se ramène 
donc à la recherche de la limite 


J = lim rer (A) dA. (1.61) 
On voit aisément que | R (À) |—-0 pour ÀEc, et r —+ + oo. 
On a donc J = 0 pour t < 0 selon le lemme de Jordan, et x(t) — 
— pt) = 0 quand t appartient à [—h,, 0]. Les fonctions x (t) 
et p (t) étant continues, il en découle x (t) =  (t) sur ce t. 
Montrons que x = x (t, @) vérifie le système (1.52) pour t > 0. 
Introduisons à cette fin la fonction auxiliaire 
Y=e-*x(t, y). (1.62) 
La fonction vectorielle (1.62) satisfait alors au système 
0 


D = | 46, (8) Y (+0), (1.63) 


dt 
—h4 
avec | 
dG, (9) = e2c? dG (8) — 2cdG, (8) 


si x(t, œ) vérifie le système (1.52) et la condition Y = ge“ pour 
tE[—h,, 0]. Ici G, désigne une fonction matricielle à variation 
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bornée telle qu’on ait 
0 
| dGo(8) Y (t+ 8) = Y (t). 
Chi 
Selon [26), la fonction Y introduite vérifie l'inégalité | Y (t) | << 
< pet pour t > 0. Posons q, (t)= ge", q € Co, et montrons que 
o+ioo 
Y=-i V.P. Î eh A1 (A) Be (À, qu) dÀ (4.64) 
o—1i00 
satisfait au système (1.63) quand t > 0. Ici —c<< o< 0 et les 
fonctions matricielles À, et B. sont définies comme plus haut mais 
en fonction de G.. 
Prenons la fonction 
; O+i00 
Y: — Dar Ve P. 


o—1i00 


eM 4-1 (A) Be (À, 4) dÀ 
— —#  ——. 


Elle est continuement dérivable et sa dérivée coïncide avec Y. 
Portons Y, dans (1.63), nous obtenons 


O+ico] 
1 S 
SET É | [ext AE: (A) B, (à, mi) — 
g—ico 
0 A 
dG (9) e*FF9 A2 (A) Be (À, ps) 
un ES Ja E 
= hi 
O-+io0 
__ 4 — "Be (À, qi) 
= VP. | [= ja. 
o—i00 
Montrons que la dernière intégrale s’annule pour t> 0. On a 
O—+ico 
2: eXtB. (A4, Ps) _—_ 
— V.P. Î [ 2 | a = 
O—100 
; O+ioo A 0 ( 
€ 
= Ver. | (—<)[ He Jean @-e 0 ]a+ 
— 100 —h1 1 
v.P. t  _( 
+ | ex | e-M, (t) dr dà=J,+J.. 
Oo — 100 —h1 


L’ intégrale J, s'obtient par le lemme de Jordan et s’annule pour 
t >> 0. Quant à l'intégrale J,, c'est la transformée inverse de Laplace 


26 PROBLÈMES DE STABILISATION DES SOLUTIONS (CH. I 


de f (t), où 


®/2 pour t—=0, 

0 pour t>0, 
et elle s’annule donc elle aussi pour ?{ > 0. Conclusion: pour cette 
valeur de # la fonction Y, vérifie le système (1.63). Vu sa continuité 


et celle de sa ‘dérivée, le résultat reste vrai pour t => 0. Ainsi, on 
a l'identité 


Ps (£) pour tE[—ha, 0], 
= { 


0 
‘dY 
= | dGY, (+9) 


“hi 
pour {> > 0 (quand t = 0, la dérivée s ‘interprète comme dérivée 
à droite). Dérivons terme à terme par rapport à t; on constate que 
le système en question est également vérifié pour t > 0 par la 
fonction (1.64). Si on la multiplie donc Ar eXt, elle satisfait au 
système (1.52) et à la condition Ye? — @,t€ [—h, O1. 
Montrons que Ye‘ coïncide avec la  onetion (4. 57). En effet 
O—+1i00 
Vert V.P. | eti+2e)t A71 (A) Be (À, qu) dA. 
o—iæ 
Posons 
A+2c=u; q=e tp; dG.—e2ct dG (8) —2cdG, (Ÿ). 
La dernière intégrale devient par des transformations identiques: 
0 
A (= | a°946,—1E= 


—h1 
0 


= | e0+290 JG (8) — (À + 2c) E = A (À + 2c) = À (u). 


hs 
Donc 


0 
B(A qh= | 046, | qi (mdr 
—h 


1 _h1 


© 


0 
—A | eq (rs) dr —p (0) = 


hi 
0 


0 
_ | eA +200 4G (0) | e-t@+2c) p (t) dr — 


—hM —h1 
0 


—(A4+2) [etat (y dr—p (0)=B (4, g), 


hi 
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et en définitive 


2ct 1 os ut A-1 
Ye = V.P. | ehtA"T (u) B(L, q) du, 
O+2c— ic 


avec 6 = 2c > c. 

Ainsi, Ye®t — x (t, q) avec x (t, œ) défini par la formule (1.57), 
ce qui signifie que cette formule donne la solution du système (1.52) 
pour t{ > 0, qui vérifie la condition x (t, m) = @, t E[—h, O0]. 

Le Théorème 1.1 fournit les solutions particulières du système 
(1.52) sous forme (1.55). On trouve, par combinaisons linéaires de 
x, (t) en nombre infini, des séries qui vérifient en général formelle- 
ment le système (1.52). Une question se pose : de quelle solution de 
ce système ces séries sont la représentation et dans quel sens? Pour 
y répondre il faut introduire certaines définitions. 

Considérons un ensemble dénombrable de points r; du plan 
complexe présentant les propriétés suivantes: 1) Rer; << c; 
2) |ry | — ©; 3) dans toute bande a < Re À < b, . — ©, il 
existe un nombre fini de r;, 4) Rer, > > Re lo > Re T3 > 

Supposons r; de multiplicité m) ” finie et groupons ces points 
de façon qu’on réunisse r; à partie réelle identique. Notons n; le 
nombre d'éléments du j-ième groupe. 

Faisons intervenir les fonctions F,; (t) = p; (t) e"st, avec p; (t) 
un polynôme de degré m; — 1 à coefficients des n-vecteurs scalaires. 


DeriNrrion 1.4. Vous dirons que la série > F, est Le développe- 


ment asymptotique de première espèce d'une onction u (t) définie pour 
t > 0 si l’on est dans les deux conditions suivantes: 


1) M =hRa=... = 1; 
2) Lu o— > F,|je-"e"#t 0, 
avec t tendant vers l'infini pour tout k. Plus précisément, 
[| me (2) à F,[e Ferro, (e) e 7° Farhes) TON (1.65) 


me que soit & >> O, et c4 (e) sont des fonctions continues définies pour 
e € [O, 11. 
; h 

. 


DeriniTion 1.5. La série 2 F; s'appelle développement asympto- 
tique de seconde espèce d'une fonction L (£) définie pour t > 0 si tout 
nombre k représentable comme k = ÿ n; vérifie la relation (1.65). 


j=1 
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Désignons par y; ({, œ) les fonctions vectorielles qui s’obtiennent 
de x;(t) à condition de remplacer F (4) de (1.55) par la fonction 
entière B (À, œ). 


T&£oREME 1.3. Si chaque groupe ©; ne contient qu'une seule 
racine À, j = 1, ..., ©, de l'équation (1.53), la solution x (t, œ) 
de (1.52) admet le développement asymptotique de première espèce 


x (4, ) — à Yj (&, p). 
= 
DE£EMONSTRATION. Considérons une fonction œ* ({) définie par 
œp (t), tC[—/h4, 0], 


+ 0 
® (t) Fr +0, t—0, 
0, t> 0. 
Elle peut s'écrire 
nv. P O+ico 0 
gp HT | eh | (rt) e-Ar dx dÀ. 
C—1i00 —h1 


« 


Désignons par x*(t) la fonction obtenue à partir de x (£, œ) par 
la formule 
; O—+ioo 
xt (= xp = V.P. | ext A"t (1) | B (A, g)— 
O— 10 
0 
— A(à) | g(ne-taär]d. (1.66) 
—h1 
On voit que la fonction vectorielle x* coïncide pour t > 0 avec 
x (ét, œ®), et la démonstration se réduit donc à celle de l'existence 


de x* — 2 y;(t, y), développement asymptotique de première 


espèce de x. La formule (1.66) donne par des transformations: 
x o—+1loo 0 0! 
xt = V. P. | eMA”1 (A) | — | exo 46 | p(T) es —p(0) | dA. 


O—100 —h1 


(1.67) 


Fixons un point © dans l'intervalle (0:+1, 0x) et considérons la 
suite de contours rectangulaires fermés de côtés les segments 


Ev=lo—ius; o+iux]; en =[0+ ip ; 6—iuvl; 


Pn =(0<+iuy ; O+iuy]; qu = (0 —iux ; O—ilx]e 
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où Uy—> +oo pour V tendant vers l'infini. Nous noterons Sx 
ce contour. Si l’on choisit un V suffisamment grand, toutes les 
racines de l'équation det À (À) = O0 dans le demi-plan Re4A > © 
tombent dans le rectangle de contour S ;; et on a la relation suivante: 


—— 3 ext Ai (À) [ j et dG p(r)e-" dt —p (0) | d\ = 
,. y (t, D=x | ext A (à) | — | oo a6 | p(r)e-At at — 
—pO|A+S | eMAT1 (à) | — | e° dG p(r)e-t dr — 


PN+Anten —h4 


ji ln 


ë 
—y (0) | d\. (1.68) 


Si l’on ajoute, puis retranche l'expression 
L : 
— À A2 46 | eo (x) dt— (0) 
4 At hi Ô 
CRE" _— ——— _——.—_———_____—— 
27i À 
PNTINTEN 
la dernière intégrale de (1.68) devient 


dÀ, 


0 


0 
_. [ eM A (h)| — | +) pr)e-Aadr—@ (0) | di = 
PntTIinten —h1 


0 0 
= [ {et 47 (À) [| — | ext dG [ p(t)e-Àt dx—@p(0) | + 
Pn+Anten 7 hi Ô 
0 0 
et | 04e Mp(x)dt— (0) 
—h1 Ô 
NE. Ji 


0 0 
et À 046 ep (x) dt +p (0) 
Ÿ 


| : 
sl =, (D +, 
PNTINTEN 


On remplace dans J, le contour d’intégration par un arc de cir- 
conférence de centre À = 0 et d’extrémités o — wi, © +unwi du 
demi-plan Re À < ©. Si N —+ oo, alors J, — 0 pour t > hk d’après 
le lemme de Jordan. Par passage à la limite pour V — © dans 
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l'intégrale 
0 0 0 
= | ext [ 471 (à) Î dus p(t)e-Àt dt + 
Pu+In —h1 


0 0 
[046 [pin e “a+ (0) 
+ A" (à) GO) + ———_— | dA, 


on trouve qu’elle a pour limite 0 parce que le module de la fonction 
sous | s’évalue par une expression de la forme -—eRcât. C’est 
également la cause de l’existence d’une limite de l'intégrale 
1 

lim — et... dÀ, 

lin j [..] 
de module c(6)et au plus. 

Ainsi, la formule (1.68) entraîne 


R 
Ix OZ »,6, pee, 
= 
avec © un nombre quelconque de l'intervalle (On+1, Oh). 
Multiplions terme à terme par e °#' et posons 0—041+e, il 


vient 
R 
x @)— À y56, qe ner (e) ea Te 


pour t > M. 

Nous avons donc montré que x ({, œ), solution du système (1.52), 
admet un développement asymptotique de première espèce, ce qui 
achève la démonstration du théorème. 


TæeoremMr 1.4. Si l'un au moins des groupes ©, comprend plus 
d'un point À;, la fonction x (t, œ), solution du système (1.52), admet 


le développement asymptotique de seconde espèce à y (é, ®). 
== 
DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que 
D 
IX, @— À y, up) lle en (e) e7 Ca tre 
7= 
pour {—> + co avec k un nombre admettant une représentation 
l 


de la forme k — à n; (n;, est le nombre de racines du groupe défini 


2= 
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par le nombre réel o;). Ce résultat s'obtient de même que dans le 
l 


Théorème 1.3 à la différence que chaque fois k = © n4. 


| 
REMARQUE 4. Désignons par C l’espace de fonctions vectorielles 
c ntinues définies sur [—h, 0]. Il existe alors pour toute fonction 
p (4) € C une solution x (z, q) du système (1.52) telle que 
x (, =, tEl—R, OI, 


qui prend la forme 
O—+100 


Tr | AQU pa, 


Oo — 100 


0 0 
QU, p=—[ [evac (y Te-p(mér+p(O)] (1.69) 
-h v 


pour { > (0. 
Imitant mot à mot la démonstration du Théorème 41.2, on 


montre que x (f, q) vérifie pour & >> 0 le systèmef (1.52). Si ec, 
cette fonction admet également le développement asymptotique de 


première ou de seconde espèce DE y; (4, œ) avec y) (t, ) obtenus 
à partir de x; par subs itution F (À) = Q (À), fonctions entières. 


On voit d'ailleurs que y,(t, p) = y; (t, q). 


REMARQUE 2. Si C est l’espace de fonctions vectorielles q (t) 
continues par morceaux sur [—h, 0], on est autorisé à dire que la 
solution du système (1.52) existe, s'écrit sous forme (1.69) et admet 


le développement asymptotique D y, de première ou de seconde 
j=1 


espèce. 
THeorë&ME 1.5. Toute solution x (t, æ), p € C, du système (1.52) 


admet dans la classe de fonctions F; pour Ty = À. 112: 
un seul développement asymptotique de première ou de seconde espèce. 


DeMonsTRATION. Nous nous placerons dans le cas de séries de 
seconde espèce. Admettons que x (t, ) <e développe en série asympto- 


tique à F; de seconde espèce. On a alors nécessairement y; (ft, p)=— 


= F, O, j = 1, 2, ..., ©. En effet, soit d'abord F;, = y; pour 
j< D) nt Montrons que sous cette hypothèse y, = F, quand 


I<m 


3 
M4 
a 


Ï]< le 


= 
( 
æ 
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Vu que >, F; est le développement asymptotique de seconde 
ji 
espèce de x (f, g),on a 
ni+... nn: 
x p— D Fille mti<oms (e)e "mat Vme2 9, (1,70) 
j=1 
e>0. 


Etant donné y; = F, pour j < m +... + nm, cette inégalité 
se transforme comme suit: 


+ +n mes 
| j 2 + (F;— y;) | em Lomse mat me27 9 + 
J=ni+.. Ta 
ds n1+... nn 


+|x(t, p)— D wie ms (179 


Le second membre tend vers zéro avec { tendant vers l'infini 
et le premier membre contient la norme de polynômes dont les 
coefficients sont en général des combinaisons linéaires de sin e;t 
et cos eyt, avec &e, les parties imaginaires des racines faisant partie 


du fm+,-ième groupe. Il en découle || > (y; — F))| = 0, i.e. y, — 


= F, pour j < 5 LE 


Le théorème se trouve démontré si l’on a y; = F,, j < n. Ces 
égalités résultent également de (1.71) où l’on a fait m — 0, auquel 
cas on obtient 


n1 
| À (F,—y;)Île-sit&oye-t(o1-02-e) + 


n1 
+IIx (6, @— 2 y», Le-sit. (1.72) 


Le second membre tend vers zéro pour { —+ oo, et on en conclut 
donc que y; = F, pour j < ru. 

Voyons l'allure des solutions de (1.52) lorsque le temps croît 
indéfiniment. 

Introduisons l’espace C* de matrices G (v) d'ordre nr dont les 
éléments sont des fonctions réelles à variation bornée définies sur 
[—h, 0]. Partageons C* en des ensembles C*,, qui ne contiennent 
que les matrices G (v) telles que m racines de 


det À (À) = 0 (1.73) 
soient à partie réelle positive et Æ racines aient leur partie réelle 


nulle. Il est clair que les ensembles C*,, sont disjoints et recou- 
vrent C*. 
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Soit GE Cêm; Ms + ++, M, les racines à partie réelle positive 
de multiplicité p1, ..., pr, de l'équation (1.73) et A+x, : -. 
+. M4, SeS racines de multiplicité Pi, + -., Pit, à partie 
réelle nulle. Désignons par L,;, le coefficient précédant #”, r < p; — 1, 
dans le polynôme e”hit y;(t, @). Tout L;, est un opérateur linéaire 
borné de C dans ÆE,. Notons O,, l’ensemble des fonctions vectorielles 
€ C pour lesquelles L;, = 0. 

On voit que O};, est un sous-espace vectoriel fermé de C. Notons 
Chm le sous-espace formé par l'intersection de tous les O,,, j < 
Lh +, r Lp; — 1, et soit l,, l'intersection de O,,, j < À, 
r Lp;—1, et de l'intersection des O,,, j>l +1, jh + r< 
< P; — 1, r Æ 0. 

Il est clair que Cx, et lim sont des sous-espaces vectoriels fermés 
de C, et C'am = Pie | 


TuéorsmEe 1.6. Si la matrice GE CY, toute solution du systè- 
me (1.52) jouit de la propriété 


Ix(, gl— 0 pour t + , (1.74) 
et il existe des nombres y >> 0, c = c (®) tels que 
Ex (, pce”. (1.75) 


En d'autres termes, si l'équation (1.73) a toutes ses racines dans le 


demi-plan de gauche, toute solution de (1.52) satisfait à (1.74) et on 
a l'estimation (1.75). 


DEÉMONSTRATION. Soit 0, << 0 la plus grande partie réelle des 
racines de (1.73). Selon les Théorèmes 1.4 et 1.5, toute solution de 
(1.52) peut être cherchée comme série asymptotique de la forme 


>) y;(é, p). On a montré en particulier que 
j= 1 


kR 
x, p— D y, 6, pile rt Le, (e) er not, 
j=i 
d’où 
Lx, pia(e)enrercaet, plat, 


On constate sans peine à la lumière du Théorème 1.4 qu'’étant 
données la linéarité et la borne de l'opérateur Q (4, œ) de C dans E,, 


la constante c est aussi petite qu'on le veut si | œ | est suffisamment 
faible, et le théorème se trouve démontré. 


THÉOREME 1.7. Si GE Cm, les solutions du système (1.52) véri- 
jient 


x(t, p)— 0 pour p € Cum et t —> 00. (1.76) 
3—0456 
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DEMONSTRATION. Aux termes des Théorèmes 1.3 et 1.4, la solu- 
tion x ({, œ) de l’équation (1.52) est développable en série asympto- 
tique x(t, æ) — D y;(t, æ) de première ou de seconde espèce. 


Ceci étant, on a 
ls+l2 


IC, p— À 3,0, pleure (e) error 
2= 


et Oipie+t 0. 
O 
Si l’on choisit e — — HT, alors Cite, est aussi petit 
qu’on le veut à condition d’avoir q suffisamment petit. Pour œ € 


€ Cm on a y;(é, p = 0, j < h +, et donc |x (fi, p) | L cet, 
i.e. les solutions de (1.52) vérifient (1.74) et (1.75) pour œ € Cm. 


TH£OREME 1.8. SiGE Cim, k 3 0, les solutions du système (1.52) 
satisfont à (1.74) pour @ € Tr; le système (1.52) possède une famille 
de solutions périodiques et presque périodiques si, parmi les racines 
imaginaires pures, il en existe de rationnellement indépendantes, et 
chacune de ces solutions reste dans un voisinage suffisamment petit 


de Ô pour | @ | faible. 


DEMoNSsTRATION. Dans ce cas, le système (1.52) possède, on l’a 
dit plus haut, des solutions périodiques et presque périodiques si 
les racines imaginaires pures sont rationnellement indépendantes. 
Les Théorèmes 1.3 et 1.5 entraînent 

li+ls 


[x (, p) — 2 Y (, D) Kcuirrs (E) eClitia+iteh, 
= 


1 
E—= — 5 Olili+1- 


ls+12 
Lorsque @ETym, la fonction D y,(t, g) est périodique ou pres 
j=l1+1 


J3=l1 
que périodique et la constante c,,4,, aussi petite qu’on le veut si 
[qi est suffisamment faible. Il en résulte que les solutions de 


(1.52) vérifient la dernière affirmation du théorème. 
REMARQUE. On montre [26] que sous les hypothèses du Théorè- 
me 1.6 la solution nulle du système 


0 
D= | dG(B)RE+O)+F (Ex 0), (1.77) 
=h 


(avec F(i, x(t +0)) un vecteur de composantes fonctionnelles 
non linéaires) est asymptotiquement stable si F vérifie certaines 


contraintes. 
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Nous nous sommes placés jusqu'ici dans le cas de (1.73) à une 
infinité de racines. Il se peut cependant que cette équation n’en 
possède qu’un nombre fini (cas dégénéré). 


LEMME 1.2. La fonction det À (à) est d'ordre fini p < 1. 


En effet, la fonction det À (À) s'évalue dans le demi-plan de 
droite Re À > 0: qu” 


det A(A)=(—1)" A+ D DATÉ, 
Ræ=1 


avec bx (À) des polynômes homogènes de degré k en 
0 


Val (à) — | en Es (0), 


—h 
donc | b, | <q», gx étant le polynôme b, de degré k où les coeffi- 


cients font place à leur valeur absolue et 1,, (À) aux variations tota- 
les V., des fonctions g,, (À). On a donc dans le demi-plan de droite 


Jdet AG) I<IA "+ À aa. (1.78) 


Evaluons det A(À) dans le demi-plan de gauche ReA<0, auquel 
cas [Pa (A)| Se h RAY y, d'où 


| det À (à) |<!| 1P+ 2 q |A ["#e-rr Rea, (1.79) 


Les inégalités (1.78), (1.79) impliquent l’ordre fini de det À (à). 


TasorsME 1.9. Si l'équation (1.73) a ses racines en nombre fini, 
la fonction det À (À) est un polynôme de degré n égal à l’ordre du systè- 
me (1.52). 

DeéMmonsTRATION. Admettons que det À (À) possède un nombre 
fini s de racines et soit s=£ nr. On a alors det À (À) = P, (à) et), 


avec g(à) qui s’écrit, en vertu du Lemme 1.2: q (À) = «À. On deman- 
de de montrer que s = nr et &« = 0. Soit s> n, il vient 


ere ai __ Idet A()1 
| Ps (4) 
et pour Re À > O (voir (1.78)) 


n 
JaIr+ D qui Arch 


3* 
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Pour Re ak = 0 et | À | > +o on a 


ñn 
ELLE TELE 
h=1 
ETC IS 
inégalité impossible quand s > n. Par conséquent, s < nr. Vu que 
det À (À). croît sur l’axe imaginaire comme |A f",onas= nn. 
Pour prouver &« = 0, il faut établir le caractère réel de @&. S'il 
ne l'était pas, le premier membre de l'inégalité (1.80) serait une 
fonction exponentielle sur l’axe Re À = O0 et le second membre serait 
borné. «& est donc réel. L'’inégalité (1.80) implique de plus la non- 
positivité de ©. 
Ainsi, 
a < (0. (1.81) 


On a dans le demi-plan de gauche 


n 
| P, QG) ere ci [A+ > [A -hque-"n Re 
R=1 


Considérons la droite verticale Re À — 2 sur laquelle 
. PARLE 
JAM+ D'qulalmhe © 
QE (1.82) 


| Ps Q) | 


Il est clair que le second membre de (1.82) tend vers 1 pour | À | — 
—00, ce qui est impossible. Donc 


a > (0. (1.83) 
A partir de (1.81) et (1.83) on établit &« = 0. Ainsi, 
det À (à) = P, (à). 


ConsequENcE 1. Si det À (À) = P, (À) admet des racines en 
nombre fini, toute solution du système (1.52) se met sous forme de somme 
finie 


kR 
x (é, p= 2 Yr(t,æ), EC, 


où k est le nombre de racines distinctes de det À (À) associées aux groupes 
propres de solutions. 


CoNSEQUENCE 2. Tous les théorèmes sur le comportement des solu- 
tions pour t + + oo se généralisent entièrement au cas dégénéré. 

Les équations considérées englobent les systèmes linéaires d’é- 
quations différentielles, aux différences et intégrales. 
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$ 2. Détermination des solutions nominales 
dans les systèmes de commande 


19 Commençons par des systèmes linéaires et un cas simple. 
Soit le système de r équations différentielles sous forme vectorielle 


dx/dt = P(t)x +Q(t)u +F(t). (2.1) 


Admettons que les éléments des 2 ({t), matrices 7 X n, des © (t), 
matrices n X r, et les composantes du vecteur F (it) sont définis 
pour { > Ü, réels et continus. 

Soient deux vecteurs constants x, et x,, états initial et terminal 
du système (2.1). On demande une fonction vectorielle u = u (t) 
de dimension r telle que la solution du système (2.1) issue du point 
X = X9 au temps t = O arrive au point x = x, au temps { = 7 


et l'intégrale | u* (x) u (x) dt soit bornée. Ces commandes u = 


0 
— u (t) seront dites nominales. 

Occupons-nous du problème d’existence de telles commandes 
et de leur détermination. Désignons par Y (t) la matrice fondamenta- 


le du système 
dx/dt = P(t)x 1(2.2) 
avec la condition initiale Y (0) = Æ, Æ étant la matrice unité. 
Remplaçons la fonction inconnue de (2.1) par la formule 
= Y (b) z, (2.3) 
z étant la nouvelle fonction vectorielle inconnue. Celle-ci vérifie 
l'équation 
dz/dt = B (t)u +G (t), (2.4) 
où B(t)=Y 1()Q(DetG(t)—=7Y 1()F (t). 
Effectuons dans (2.4) la substitution 
t 


z=E+ | G (x) dr. (2.5) 


U 
La fonction vectorielle & (t) vérifie alors l’équation 
dé/dt = B (t) u. (2.6) 


Après ces transformations sur le système de départ les conditions 
aux limites x, et x, deviennent 


5 (0) = 0 = Xo, 
T 
E(T)= = Y I (T)xi— | Y-1(x) F (x) dr. 


0 


(2.7) 
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Posons r = 1 pour alléger l'écriture et intégrons (2.6) de 0 à T7, 
il vient 


T 
ARE | B (x) u (x) dr. (2.8) 
0 


Ainsi, nous avons abouti au système d'équations intégrales 
linéaires (2.8) dont la solution sera cherchée sous la forme 
u (t) = B*c + v (i). (2.9) 


Ici c est un vecteur constant à définir et v (t) une fonction de carré 
sommable sur [0, 7] telle que 


T 
be (6) » (#) dt =0, s—1, 2, ...,n. (2.10) 
0 


b4 (t),ds = 1, ..., n, sont les composantes du vecteur B et 
l'égalité (2.10) exprime la condition d'orthogonalité de v (ft) à toutes 
les composantes de B 


Le report de (2.9) dans (2.8) donne 
. B1—60—A(T)e, (2.11) 


avec A(T)— | B (t) B* (é) dt. 


0 
L’équation (2.11) admet une solution si ou bien det 4 (T) Æ 0, 
ou bien le rang de À (T) coïncide avec celui de la matrice allongée 


À ={A (T); & — E}. Ainsi, on a le] 
THéoreMe 2.1. Pour qu'il existe une commande nominale qui 
transfère le système (2.1) de tout état x, à tout état x, dans le tempsT, 
T 


il faut et il suffit que la matrice À — | B*B dt, où B = Y -'Q, soit 


Ô 
non singulière, l'ensemble de commandes nominales étant défini par la 
formule 
u = B*c + v, 
avec v (t) une fonction de carré sommable sur [0, T] et 


T T 
| Bwdt=0, e—At(T)[Y-t(T)xi— À (x) F (9 dr x |. 
0 0 
Dérinirion 2.1. Nous dirons que les fonctions b, (t), . . ., b, (t) 
sont linéairement indépendantes pour t > 0 s'il existe un nombre 
T > 0 tel que l'égalité 
D cibi(t)=0 pour tE[0,T] (2.12) 
i=1 
implique q =0,i=1,...,n. 
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TueorëME 2.2. Pour que les fonctions b, (t), . . ., b, (t) soient 
linéairement indépendantes pour t > 0, il faut et il suffit qu’il existe 
un nombre T >> 0 tel que la matrice 


st 
A(T)= | BB* dt 
U 


soit définie positive. 
Ici B (t) est un vecteur de composantes b, (£), . .., b, (t). 


DEMONSTRATION . NÉCESSITÉ. Supposons b, (t), ..., b, (t) li- 
néairement indépendantes pour t => 0. Montrons la définie positi- 
vité de À (T). 

En effet, les fonctions indiquées étant linéairement indépendan- 
tes, il existe par définition T >> 0 tel que, pour tout choix de € 
constant de composantes non toutes nulles, l'intervalle [0, 7] 
contienne au moins un point où B*c = 0. Donc (B*c)° > 0 en ce 
point et, vu la continuité des composantes de B ({), dans un voisinage 
de ce point. Par conséquent, 

T 
| (Be)? dt > 0 (2.13) 
Ù 
ou 
T 
e* | BB" dte—e*A(T)e 0 


0 
quel que soit e, ce qui signifie justement la définie positivité de A(T). 
Notons que À (t) l’est pour n'importe quel t > T. 
SUFFISANCE. Admettons que À (T) est définie positive ; on a alors 
pour tout vecteur ec = (c,, . .., c:) tel que [|c|| 0 


T T 
c"A(T)ce— | c*BB"c dt — | (c*B)2 di > 0. 
0 0 


Il existe donc au moins un point t € [0, T] en lequel c*B (4) & 0, 
ce qui démontre l'indépendance linéaire pour t{ > 0 des fonctions 
di sus 0. 

2° Soit, dans un cas plus général, les conditions aux limites 


S 
à Gx(t)=H, (2.14) 
j=0 
avec G; des matrices constantes réelles m X nr, H un vecteur à m 


composantes, {, des instants 0 <thi<...<1t, LT. On de- 
mande les conditions d'existence d’une commande nominale u (t) 
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et d’une solution nominale x ({) qui vérifient le système (2.1) et la 
condition (2.14), u (ft) étant supposée un élément de Z, et x (t) une 
fonction vectorielle réelle, continue, définie sur [0, 7]. 

Connaissant u — u ({) la solution du système (2.1) s'exprime 
moyennant la formule de Cauchy. On a 


O=YER+ [Tr He (r) dr + 
t 


ss | Y(HY-1()F(tdr. (2.45) 


0 
Portons (2.15) dans (2.14), il vient 


s !]} 
SIG (Ext > | GT ED Y- (Qu (D dr + 
É 3=0 0 


s ! 
+ > ( G;Y () Y"1(G)F(T)dr = il. 
j=20 0 
Posons 
1 pour TE [0, #;], 
Pi o=| 0 pour tTEfé,, T]. 


La dernière relation se récrit 


AXo+ Î Bi(x)u(r) dr=H,, (2.16) 
avec 
À; -> G;Y (tj), 
B= À 9,09 GT (YO 
et 


s l; 
H,=H—S [ e (5) Y1(x)F (x) dr. 
3=0 0 
L'égalité (2.16) s'interprète comme système d'équations intégra- 


les qui permet de définir u = u (t). Posons r = 1 et cherchons la 
solution de ces équations intégrales sous la forme 


u=B;ce+uv (2.17) 
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avec v € L, une fonction quelconque remplissant la condition d'or- 
thogonalité 
T 
Î Biv dt—0. (2.18) 
ol 


Posons 
T 


A | B,B* dt. 
U 
Substituons (2.17) dans (2.16). Compte tenu de (2.18) nous obtenons 


A1Xo + 4,c es H.. (2.19) 


TH£OREME 2.3. Pour qu'il existe une commande nominale (2.17) 
et une solution continue associée du système (2.1), qui remplit les condi- 
tions (2.14), il faut et il suffit que les rangs des matrices {A.,, A.} el 
{A,, À:, H,} coincident. 

Les matrices en question s’obtiennent par adjonction de colonnes. 


DEMONSTRATION. La nécessité se démontre par les raisonnements 
ci-dessus. En effet, nous avons établi que dans l'hypothèse d’existen- 
ce de (2.17) et de la solution continue correspondante x =: x (t) 
vérifiant (2.14), il y a compatibilité du système d'équations al- 
gébriques (2.19), ce qui signifie la coïncidence des matrices du 
théorème. 

La suffisance découle du fait que le système (2.19) est résoluble 
et qu'il correspond à l’une quelconque de ses solutions x,, ec la com- 
mande (2.17) et la solution définie par (2.17) et la formule de Cauchy. 

Cette solution vérifie nécessairement la condition (2.14) parce 
que cela équivaut à remplir (2.19). 


REMARQUE 1. La condition aux limites linéaire (2.14) s'écrit 
sous une forme plus générale 


T 
| dG (#)x (8) =H, (2.20) 
0 


où G est une matrice réelle dont les éléments sont en général des 
fonctions à variation bornée quelconques. 

Multiplions à gauche les deux membres de la formule de Cauchy 
par dG (t), puis intégrons terme à terme entre Ü et T, il vient 


T T t 
| dG (t) Y (#) xo+ | dG (+) | Y ()Y- (D) O(Tu(r)dr+ 
0 0 Û 


+ À 4G(t) | Y (4) Y2(x)F (x) dt =H. 


Sd tj 
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Changeons l'ordre d'intégration dans le deuxième terme de la som- 
me. On a 


T t T 
| dG (+) | Y (4) Y-1(r) Q (x) u(r) dr — | B,(t)u (t) dt, 
0 0 0 


T 
avec B,— | dG (x) Y (x) Y-1(t) Q (®. 


U 


Introduisons les notations (comme plus haut): 


T 
A= | 46 (Y(). 
0 


T { 


H, — — | dG (t) | Y()Y-1(r) F(r)dr+H. 
0 0 


La commande u = u (t), à laquelle on associe une solution continue 
de (2.1) vérifiant (2.20), satisfait alors nécessairement au système 
d'équations intégrales 


T 
AiXo + | B;(t)u (t) dt =H4. (2.21) 


U 


Concrétisons les conditions de possibilité (2.20) du problème 
aux limites proposé par rapport aux conditions découlant du Théorè- 
me 2.3. Pour fixer les idées, nous allons supposer m >> n. Les colon- 
nes de la matrice À, ne forment pas de base dans l’espace £,, et il 
existe donc une partie de £,, qui est le supplémentaire orthogonal 
du sous-espace sous-tendu par les colonnes de À,. Formons une matri- 
ce Z avec les vecteurs de la base de cet orthogonal. 

Si le rang de À, est k, la matrice Z est à m — k colonnes et son 
rang est m — k. Multiplions à gauche le système (2.21) par Z*; il 
vient 

T 
| Z*B,(t)u(t) dt=Z"H4. (2.22) 
fl 


On a donc établi que si le système (2.1) possède une solution 
continue x —= x ({) correspondant à la commande u = u ({), qui 
vérifie (2.20), alors u = ut) satisfait au système d’équations 
intégrales (2.22). 

Nous cherchons la solution de ce système sous la forme 


u = B°c + v, 
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avec çc = Zyet v remplissant, comme plus haut, la condition 


: 
| B,v dt =0. 
0 
On obtient donc pour le vecteur w le système d'équations algébriques 
Z2*A,:Z2y = Z*H,, (2.23) 
où, une fois de plus, 
T 


A | B,B* àt. 
0 


Ta£orëMe 2.4. Si la matrice Z*A,Z est non singulière, alors il 
existe pour toute fonction vectorielle F et tout vecteur H une solution 
continue au système (2.1), qui remplit la condition (2.20), chaque com- 
mande nominale étant représentable sous la forme 


u = B;2% + v, (2.24) 
avec y un vecteur constant défini de façon unique. 


La fonction vectorielle v est de carré sommable et vérifie la 
condition d’orthogonalité 


Bivdt=0. 


TH£oreME 2.5. Si la matrice Z*A,Z est non singulière et si le 
rang de A, est n, il correspond à toute commande (2.24) la solution 
c — X (t) vérifiant la condition (2.20), et si le rang de A, est k < n, 
il correspond à toute commande (2.24) une famille de solutions du 
système (2.1), qui remplit la même condition et dépend de nr —k cons- 
lantes arbitraires. 


DEMONSTRATION (des Théorèmes 2.4 et 2.5). On obtient y à par- 
tir du système linéaire (2.23) et on porte dans (2.21) la commande 
(2.24) trouvée moyennant ce vecteur. Les équations intégrales (2.21) 
deviennent alors des équations linéaires permettant de définir le 
vecteur x. 

Soit k le rang de À4,. Si k = n, ce système définit alors x, de 
façon unique. Si 4 << n, x, se définit à nr — * constantes arbitraires 
près. 

Ces affirmations découlent de la propriété de À, d’être de même 
rang que la matrice allongée {4,, (H, — 4,2y)}. En effet, le 
vecteur (H, — 4,2%) est orthogonal à tous les vecteurs-colonnes 
de la matrice Z (ce qui résulte de la détermination de y; voir (2.23)), 
et il se trouve donc dans le sous-espace vectoriel sous-tendu par 
les colonnes de À4,. Notre démonstration s'achève là-dessus car, 
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connaissant y et x,, on dispose des procédés de construction des 
commandes et des solutions. 


THEOREME 2.6. Si la matrice Z*A,Z est singulière et de rang I, 
le système (2.1) a une solution vérifiant (2.20) si et seulement si la 
matrice {Z*A,Z, Z*MH,} est également de rang l. 

Dans ce cas, chaque commande admissible prend la forme (2.24) 
à la différence que le vecteur y est fonction de m — k — 1 constantes 
arbitraires, et il lui correspond, pour k = n, la solution x = x (t) et, 
pour k << n, une famille de solutions dépendant de n — k constantes 
arbitraires. 


DrMonsrrRATION. Sous les hypothèses du Théorème 2.6, le systè- 
me algébrique (2.23) admet une solution dépendant de m — k — I 
constantes arbitraires. En la portant dans (2.24), puis dans (2.21), 
on constate que le vecteur x, satisfait encore au système linéaire 
A1Xo + 422% = H,. Comme plus haut, le rang de la matrice À, 
et celui de la matrice allongée {A,, H, — 4,7%} coïncident. 

Par conséquent, x, est défini pour # — nr de façon unique et, 
pour À n, à n — k constantes arbitraires près. 

Les solutions correspondant à des commandes et à des conditions 
initiales ainsi déterminées remplissent obligatoirement les condi- 
tions (2.20). 

La réciproque résulte des développements qui ont abouti aux 
équations (2.22) et (2.23). | 

Un problème analogue a été résolu par N. Krassovski pour le 
transfert dans l’espace de phase durant une période T. 

3° Abordons maintenant les systèmes non linéaires. 

Soit le système de nr équations différentielles non linéaires 


x=P()x+Q(u+F()+nuG(t,x un), (2.25) 


où ? (t)et Q (t), toutes deux réelles et continues, définies pour t > 0, 
sont respectivement nr X net n X r,G (1, x, u, u) est une fonction 
vectorielle réelle continuement dérivable par rapport à toute compo- 
sante de x et de u et u un petit paramètre =>(. Supposons r = 1 
pour plus de simplicité. 

Etant donnés x, et x,, on demande une commande u = u (f) qui 
transfère le système (2.25) de l’état x, à l’état x, dans le temps 7 
telle que 

T 


| u?(t) dd <+ 00. 
0 
Ce problème peut être partagé en deux: celui de l'existence et 


celui de la recherche approchée de la commande. 
Leur solution est fournie par le 
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TuéortMe 2.9. Soit 
T 
A(T) = | BB* dt 
0 
une matrice non singulière. Ici B=Y"!(t)Q; Y (t) est la matrice 


fondamentale du système d'équations différentielles x = P (t) x avec 
la condition initiale Y (0) = E. 

On associe alors à toute paire d'ensembles bornés G° et G* un nombre 
Lo = Lo (G°, G?) tel que, quels que soient 1 < Mo, il existe une com- 
mande u (t) qui transfère le système d'un point x, € G° quelconque 
à un point x1 € G! quelconque dans le temps T. Cette commande est 
continue et s'obtient comme limite d'une suite uniformément convergente 
dont chaque terme se définit de façon unique par une relation de récur- 
rence. 


DEMOXSTRATION. Supposons le problème résolu, i.e. on a u — 
— u(t) et x — xt) tels qu'il y ait entre eux la relation (2.25) 
et que la solution x (t) passe de x, en x, dans le temps T sous l’ac- 
tion de cette commande. 
On constate, avec la formule de Cauchy, que (2.25) est équivalent 
à l'équation intégrale 
x (1) = Y (6) xo + 
t 
+Y (0 | YA OIQ GO u()+F (+ HG (6, x (6), u(E), p)] dt. 


0 


x (é) et u (f) sont supposés connus. En posant { — 7, on trouve 
alors 


Y(T)x4— Xo— 
T T 
— Î B (t)u(t) dt+ | Y-t()[F(t)+uG(t,x(é),u(t),u)ldt. (2.26) 
0 0 


Mettons la commande u (t) sous la forme 


u = B*c + v, (2.27) 
avec v telle que 


T 
| bvdt=—0, s—1,2, ...,n, (2.27) 
0 

et 


v? dt < + 00. 


46 PROBLÈMES DE STABILISATION DES SOLUTIONS [CH. I 


Portons (2.27) dans (2.26) et résolvons par rapport aux composantes 
du vecteur c, il vient 
T 


= At (T)[ Y(T) xi—xo— | Y-1(t)F(t) dt— 
0 


F 
—n{Y14@6(,xuu)d]. (2.28) 
0 


Le report de (2.28) dans (2.27) donne 


F 
u (= u0 (9 +uB* (6) AT (T) [ — À Y-1(9 G(, x), ur), p) à |, 
| (2.29) 
où 
T 
uo (t)= B° (#) A (T)[ 1 (T) x —x0— | V1 (+) F (6) dt] + v (#). 
| (2.30) 


Moyennant la formule de Cauchy on trouve la solution de (2.25) 
pour la commande (2.29): 


x (= x0()+n[ | YEY-2(G(, x (5), u (r), b) à — 
0 


T 
—Y (AG AT(T) YO, x (ur, né], (2.81) 
avec : 


t t 

xo()=Y(#)[xo+ | B(Du(mar+[Y1(MF(Ta]. (2.32) 

0 0 
Les formules (2.30) et (2.32) montrent que pour u = 0 et la com- 
mande u = u, (t), le système (2.25) admet pour solution x = x, (t) 
qui passe par le point x = x, pour {t = 0Oetparx=x, pourt=T. 

Les relations (2.29) et (2.31) forment un système d'équations 
intégrales qui permet de définir la commande u (t) et le mouvement 
associé x (#). 

Montrons que, quelle que soit la fonction v € L, [0, T] vérifiant 
les conditions (2.27'), le système (2.25), (2.31) a une solution unique 
pour u < Lo, LU, étant une constante positive, et que la résolution 
de ce système fournit la commande cherchée u (t) et le mouvement 
correspondant x (t). La démonstration exige qu’on introduise un 
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vecteur ë (x, u), auquel cas le système d’équations intégrales s’écrit 


avec Eo (t) = 22) , K(Ë, u, t) un opérateur obtenu à partir 
du système (2.31), (2.29): 


t 
| Y ()Y1(x)G (x, x, u,u) dt — 
0 


T 
K(,u,9=|—Y(4 44) AT | Y()G (x, u, u)dr—|, 
0 


T 
— B*(t) AL(T) | Y(x)G(x, x, u, u)dt 
0 


On voit aisément que pour x, € G, x, EG et vit) fixe on 
a || & <r, > 0, quand t € (0, T]. Soit r, > r, un nombre. 
Comme K (£, u, t) est une fonction continue de ses arguments, on a, 
pouru< et tE 0, 7], I K(E, u, t)| < M, M étant une cons- 
tante positive, pour toute fonction continue ËE (t), || 8 (4) & re 
Choisissons un nombre u, de façon qu'on ait, pour tout u & JL, 


Il 80 €) + UK (8 (), p, DIT, 


avec € (t) n'importe quelle fonction continue telle que || & (t)|| & r», 
tE[0, TI]. Pour cela, il suffit de prendre 


Me min (lu, 27) . 


Formons la suite des approximations &o(t), &1 (t), - -. 
es Em (), . .. d'après la formule 


Em+1 (t) _— Éo (£) + uK (Em HU, L), m —= 0, 1, 2, nus (2.34) 


I1 se trouve que E,,+, (t) est une fonction vectorielle continue définie 
sur [0, 7] telle que 


Il Emi ()I KI 860 CI + BI K (Em, b, DK Ti + UM KT, 


à condition d’avoir || &, (Ir, pour t€ [0, 7]. 

On a la dernière condition quand m = 0, 1. On montre par 
récurrence que || ë, (t)| Sr, pour tous les m>0. Prouvons 
l'existence d’un nombre u, << u, tel que la série 


80 + (E1 — 60) + - - (2.35) 


converge uniformément sur {0, 7] quel que soit u & lo. 
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Comme la fonction G (t, x, u, u) admet des dérivées continues 
par rapport aux composantes des vecteurs x et u, on montre facile- 
ment qu'il existe une quantité positive ZL telle que, quels que soient 


les vecteurs et & vérifiant les inégalités || 8 (4)||& re, || 8 (8 & re, 
on ait [| K(E, p, t) — K(E, p, I LI] 8 — &i| pour 4€ [0, 7] 
et LL < Lo. 

Retranchons terme à terme de (2.34) pour m — n — 1 cette même 
égalité pour m = n — 2, il vient 


En — Én-1 —= M [K (En-t U, t)—K (En-2 M, t)], 


d'où 
Il £n —6,_ I<uZ max [En -41 (£) — En (£) Il. (2.36) 
1E[0, T] 
Notons ®, — ee Il] Ën — Én-1ll. L'inégalité (2.36) entraîne 
tE[0, 
également 
Pa < ULn-1 (2.37) 
et fournit par récurrence 
Pr SL)! Pi, (2.38) 


Pi max ||6—6 Su max | K(,u,t)|=uy. 
tE[0, T] t€[0, T] 
HE ETS 
<H 


Selon l'estimation (2.38), il y a convergence uniforme pour 
4€ [0, T] et tout choix de u Lu, avec u3L = 1. Posons u, = 
— min (le, 3). Dans le cas u < L,, on peut construire la suite 
(2.34), chaque E&,, (t) est continu et la suite {&,, (t)}, m = 0, 1, ..., 
converge uniformément sur [0, TJ. Soit & (t) {x (t), u (t)} sa limi- 
te. Montrons que c’est la solution cherchée. En effet, si l’on porte 
cette commande et ce mouvement dans l'équation intégrale, on 
obtient une identité. En dérivant terme à terme (2.31) par rapport 
à t, on voit que x (t) satisfait au système (2.25) pour u = u (t). 
A condition de poser t = 0 et t — T dans (2.31), on s’assure qu'il 
s'agit de l’évolution du système de l’état x — x, jusqu'à l’état x, 
durant T. 


REMARQUE. On détermine de même les solutions nominales dans 
le cas général des conditions aux limites (2.20) car les équations 
intégrales en question changent trop peu pour influencer sensible- 
ment les évaluations. 
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avec F (t) une fonction vectorielle réelle, définie pour t > 0, conti- 
nue et bornée, et G (x, {) une fonction vectorielle définie pour t > 
>0,xCE,, réelle, continue et continuement dérivable par rapport 
aux composantes du vecteur x. La fonction G (x, t) est bornée unifor- 
mément en { > 0 dans tout domaine fini ainsi que ses dérivées par- 
tielles par rapport aux composantes de x. 


TusoremME 3.5. Si les solutions du système (3.28) vérifient les 
estimations (3.29), on trouve pour tout r, > 0 un nombre r, > r, et 
un nombre nu, >> 0 tels que toute solution de (3.41), qui est issue de 
I xoll  r1, soit bornée et demeure dans || x|| < r, pour t > to à con- 
dition En le paramètre réel u du système (3. 41) vérifie l'inégalité 
|u |< ho. Chacune de ces solutions est à stabilité asymptotique, et si 
on prend pour mouvement non perturbé x = x (t, xs, to) et pour mouve- 
ment perturbé x = x (t, %o, to), La fonction z = x — x s'évalue par 
des inégalités du type (3. 29) pour tout x, et tout x, choisis par la condi- 
tion || xol| & r1, | Xoll L r1. Dans lesestimations en question on substi- 
tue z à X El Zp = Xp — Xp À Xpe 


DEéMonsTRATION. Il résulte de (3.29) l’existence de deux formes 
quadratiques V et W admettant les estimations (3.31). 

Supposons r; > 0 donné et exprimons la dérivée totale de V 
à l’aide de (3.41), nous avons 


dVi/dt = W + (grad V F) +u (grad V, G). 


Choisissons r>r, de façon que W — (grad V, F)< 0 pour 
I xl > r,t>0. 

Ce r existe en vertu de (3. 31”) et du caractère borné de F. Posons 
m = max V pour || x|| = r, t > 0. Prenons pour r, > r un nombre 
tel que V > m quand |[|x{| = r,, {> 0. Il faut ensuite choisir 
d > 0 tel que, quandt > 0, r<||x|| rs, on ait W + (grad V, F)+ 
+ u (grad V, G)< 0 avec | 1 | < 1. Montrons que toute Er 
issue pour { = {, de [| x] La demeure dans le domaine || x|| < 
pour { > Lo. 

En effet, si cette courbe traverse la surface || x|| = r, on a immé- 
diatement dV/dt << 0, et cette inégalité reste vraie tant que la courbe 
demeure dans le domaine r <{|| x|| < r,. Ceci étant, on doit avoir 
V < m. Si l’on suppose que la solution atteint la surface, on a né- 
cessairement V => m dès cet instant. Cette contradiction prouve 
que la solution demeure dans || x||<< ra pour à > to. 


Prenons deux points initiaux x, et x, El xl]  r, quelconques 
et déterminons les mouvements associés 


X = X({, Xo to) et x=x (£, 7 to). 
5—0456 
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nombre à (e, to) >> 0 tel que, quand || yol| << 6, on ait || y (t, yo, to)l| 
<< e pour t >tlo, y (t, Yo: to) étant une solution perturbée ayant la 


propriété y (£, Yos to) = Yo- 
EXEMPLE 3.1." Considérons le système 


dx | 

a AU, 1x 16.6) 

A étant une matrice réelle, continue et définie pour£t = 0 et z€EÆ.. 
Multiplions scalairement: par x, il vient 


” dx: 


X 7 —x"A (x, t)x77 
ou 
1 d < 1 d 
TX D. Te A = 3°B (x, 1) X, (3.6”) 
Fa 


où B (x, t) =2+ (4 + A*) est À symétrisée. 
Soient bug, les éléments de B. Il existe alors une matrice orthogonale R 


telle que R*BR = P, avec P une matrice diagonale. 

Effectuons une transformation linéaire sur les variables z,, . .., x : 
Lors M) x= Rz;7 (3.7) 
on trouve 

1 4... 
T'Y PS D, pu. (3.8) 
Notons 
À = max Pyy v— min "pi. (3.9) 
1<i<n 1<i<n 
On a alors 
<< ee 23 SL Àz3 
SD dE. 
ou 
t { 
2 Üvex, ztx) at 2 Tyncr, 207) ar 
"22 (to)'e ‘° Ga) <z(to)e * . (3.10) 


La transformation orthogonale (3.7) conservant la somme des carrés des 
variables, c'est également l'estimation de la fonction vectorielle x (t). Si A & 0, 
la formule (3.10) entraîne la stabilité au sens de Ljapunov de la position d’équi- 
libre x = 0, et si À & «& < 0, il y a stabilité asymptotique au sens de Ljapunov. 
Ceci étant, on suppose l'existence de solutions pour t > 0. 


ExeMPLe 3.2. Soit le système de n équations différentielles 
dzldt = f,(znt), s=1,2, on; 1= 1,2. 00 


ou, sous forme vectorielle, 
dx/dt = f(x, t). (3.14) 
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Admettons que le système (3.11) possède une position d'équilibre x & 0, 
ie. f(0,t) =0 pour Yr>0 ou t E (—oo, + co). 

Pour trancher la question de la stabilité de la solution non perturbée 
x æ 0, on multiplie (3.11) scalairement par x: 


es Ts ÉD) zel (zj, t)=x"{ (x, 1) 


s—= 1 s= 1 
ou 
_. x = x (x, 1). (3.12) 
Développons f (x, t) d’après la formule des accroissements finis: 
| f(x, 1) = Ax, (3.13) 
où 


4= (a) { GEL? } … Hs Ji 2 eh; OT <i. 
On a alors 
A-—<- À* 
2 


x*f=x*Ax = x* x: 
Soit À + 4° = B; l'égalité (3.12) se récrit 
d 
— xi— 
Jr = x*Bx. (3.14) 


Désignons par u (x, t) la plus grande valeur propre de la forme quadratique (3.14) 
et par À (x,t) sa valeur propre minimale. On a 


x < Lx < ux? 


ou par intégration 


t 14 
\ A(X(T), T) dt \ p(x(t), t) dt 
x? (0) e!° < x2 (t) & X4 (to) e!° ë (3.15) 


On vérifie que pour pu (x, t) < 0 il y a équilibre stable. 
En effet, la propriété de stabilité signifie que, quels que soient e > 0 et 
to > 0, on trouve 6 (4, e) tel que || x (t) | << e pour tout t > # à”condition 


d'avoir 
I x (to) 1 = || xo [| T8 (0, e). 
Prenons e => 0 et posons par exemple ô = &e avec & << 1. Dans ce cas, l'iné- 
galité (3.15) entraîne 
1 
À HCx(x), ©) dr 
x4 (1) x (40) e'° 


ee 
t 


et | u(x(t), T)dt <0 pour y (x (rt), 7) < 0; donc | x (1) | < ô-1 = ae Le 
to 
quand a < 1, ce qu'il fallait démontrer. Nous avons admis l'existence d'une 
solution de (3.11) définie pour t > 0. 
4e 
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ExEMPLE 3.3. Soit le système d'équations différentielles 


n 
dx 
= } Gsj (t) 24, 1/2 >.) n. 
Jæi 
où o = p/q (p et q étant impairs) et a, (t) sont des fonctions Lo du temps, 


définies et continues pour t > 0. Multiplions chaque équation par zŸ, puis som- 
mons, il vient 


(Da )=(0+1) ye8, 


j=1 
avec B = (4 + A*V/2 (voir Exemple 3.1) et y un vecteur de composantes y; = 
= 27 
j° 
Désignons comme plus haut par À et u la plus petite et la plus grande valeur 
propre de la matrice B. On a 


Ày3 < y*By < uy°. 
Posons 
z= S 291 
1 
_P+g . 
Du moment que & + 4 = ——= , où p + q est un nombre pair, on a z >0 


q 
pour x; non tous nuls. 
Considérons les valeurs propres extrêmes de la fonction y?z-20/(0+1) sur la 
surface z — 1 et soit a et b ces valeurs. On a 


az2°/(0+1) < y? < bs29/(0+1) 


ce qui entraîne 
as29/(0+1) € _ 2 pz20/(0+1), 


a= À (0+1) as*%/0+1), Bu (+1) bz20/0+1), 
On obtient en intégrant 


t t _ 20 t 
\ adt < | s Tu< | B dr, 
0 0 
d’où 
t 1-0 1-0 t 
[adr< Lars 4 | < [par 
0 0 
Soit o > 1, pour fixer les idées Dans ce cas 
1-0 t 1+0 
As 1— 1-0 
50 (1 +20 ba) < 
i-0 ! 1+0 
er 1-0 
no (145 6 La) (0 
0 
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comme 29 > 0, 4 — © < 0, cette inégalité montre que z—+ O0 pour f —+ oo, 
i.e. la position d'équilibre est asymptotiquement stable si 


t 


1— 0 
| Le ad +00 pour Ê—> 00, 
0 
: 1 1— 0 1—0© 
—C AE À — 
auquel cas | 114 B—+ + co parce que «& < B, To PA rer B. Les fonc- 


tions à droite et à gauche dans (*) tendent vers zéro avec t tendant vers l'infini. 
Si les quantités a,; sont des constantes réelles, ce résultat a lieu sous la 
condition Re À; > 0. (La plus grande valeur propre u de B est alors négative.) 
20 Géométriquement, la seconde méthode de Ljapunov consiste 
à étudier la façon dont varie la distance d’un point mobile sur une 
trajectoire à la position d'équilibre ou une fonction assimilable 
à la distance. 
Dans les exemples considérés on a pris pour cette fonction 


Vér sm TD = x. 
Les surfaces de niveau V (x) — const enveloppent dans ce cas 
le point d'équilibre et forment une famille de surfaces emboîtées. 


Considérons la dérivée totale par rapport au temps de V (x), 
qu'on écrit à partir de (3.1): 


ñn n 

14 ôV dre ôv | | | 

=D ee D f(x, 2) = (grad V (x), £(s, D). 
s=1 s=1 

Si (grad V (x), f (x, t)) < 0, i.e. l'angle que font le gradient 

de V (x) et le vecteur f (x, ft) est supérieur à x/2, toutes les trajectoi- 

res traversent alors une surface V (x) — const de dehors en dedans. 


DEériINITION 3.4. Une fonction uniforme réelle V (x, t) par rapport 

à n + 1 arguments, définie dans le domaine 
xl <A 120, 

où h>0et V (0, t) = 0 quel que soit t > 0, est dite définie positive 
s’il existe une fonction continue réelle W (x) définie pour [| x| < À 
telle que 1) W (0) = 0, 2) W (x) > 0 pour || x|| # 0, 3) V (x, t) > 
> W (x). 

En remplaçant les propriétés 2) et 3) par 2°’): W (x) < 0 pour 
| x] 0, et 3”): V (x, t) << W (x), on obtient une fonction définie 
négative. 


Par exemple, la fonction V (x, y, t) = x° + ET n’est pas 
définie positive et 
V=s+y++azysiné 


l'est. 
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Soit le système d'équations différentielles sous forme vectorielle 
dx/dt = Î (x, t), (3.16) 


avec f (x, t) une fonction vectorielle réelle, continue, définie pour 
| XI] L'ho, { > 0, qui satisfait dans ce domaine à la condition de 
Lipschitz relativement à x. 
Admettons que le système (3.16) possède une position d'équilibre 
x = 0, i.e. 
f (0, t) = 0 pour Vt > 0. 


Il est évident que chaque point de ||x, || < k, est traversé pour 
t>t, par une seule solution 


x (Xe Lo): (3.17) 


Si Vi(é, Xo, to) = V (x (t, xs, to), t) admet une dérivée par 
rapport à {, on dit que la fonction V (x, t) possède une dérivée 
suivant la courbe intégrale choisie, qui est exprimée à partir de 
(3.16) et 


dV _ dVy <a av 
Er == Dem GG t)+=-. (3.18) 


THÉORÈME 3.1 (DE STABILITÉ). Pour que la solution nulle du 
système d'équations différentielles (3.16) soit stable au sens de Ljapunov, 
IL FAUT ET IL SUFFIT qu’il existe une fonction V (x, t) remplissant les 
conditions suivantes : 

1) la fonction V (x, t) est définie pour [| x|| < ho, t > 0, avec h, 
une constante positive ; 

2) la fonction V (0, t)=0 pour Vt > 0, et pour t fixe elle est 
continue par rapport à la variable x au point x = 0; 

3) la fonction V (x, t) est définie positive; 

4) la fonction V;(t, xo, to) = V (x{t, xo, to), t) est non crois- 
sante, quand t > t, > 0, pour tout x, tel que || x,l| < ho. 


Toutes les fonctions qui tranchent la question de la stabilité 
s'appellent fonctions de Ljapunov. 


D£EMONSTRATION. SUFFISANCE [22]. Supposons qu'il existe V (x, t) 
vérifiant les conditions du théorème. On demande de montrer la 
stabilité au sens de Ljapunov de la solution nulle de (3.16). On 
prend e >0 (e<h,) et on fixe t{, > 0. Considérons la sphère 
| x] = e et cherchons la valeur minimale que W (x) prend sur 
cette sphère. La fonction W (x) est définie et continue vu que V (x, t) 
est définie positive par hypothèse. 

Soit 

inf W(x)=41>0, (3.19) 
Ilx 11=e 
la borne inférieure étant atteinte. 
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V (x, t) étant continue en x = 0, il existe un nombre 6 (4,, &) 
tel que 
V (x, to) < À pour || x|| << 6. (3.20) 


Montrons que ce 6 (f,, e) correspond à & choisi par la définition 
de la stabilité. 
Prenons un point quelconque qui vérifie l'inégalité 


Il Xoll << À (to, €). (3.21) 
D'après la propriété (3.20), 
V (xo,T to) < À. (3.22) 


Conformément à la propriété 4) du théorème, la fonction 
V, (£, xo, to) est non croissante pour t > t5, donc 


V, (t, Xo to) < V (Xo, to) LÀ pour t>t (3.23) 
et 
II x (Ë, Xo, to) < € pour Vi > 5, 


sinon il existe un instant T >> t, tel que 
Il x (T, Xo; to)l — €. 


Etant données les propriétés de la fonction définie positive V (x, t) 
et la définition (3.19) du nombre À, on a alors 


Va (Ts, Xe to) = V (X (7, Xos to), T) > W (x (T, x, to)) > À, 


ce qui contredit l'inégalité (3.23) vérifiée pour Vé > t, (en particu- 
lier, pour { = T > 19). La contradiction prouve notre affirmation. 


Nécessire [27]. Supposons que la position d'équilibre est stable 
au sens de Ljapunov. Montrons qu’il existe alors une fonction de 
Ljapunov vérifiant le Théorème 3.1. 

Considérons la solution (3.17) x = x (f, x,, ts) pour certains x,, 
t, tels que 

Il Xoll << 8 et & > 0. (3.24) 


En tout point (xs, to) ainsi défini, la fonction V est donnée par 
l'égalité suivante: 


V (x, Lo) = sup [EX (, Xo, Lo) Îl (3.24) 


Si le second membre est =h, sur la courbe intégrale x (4, x,, £), 
on pose en ce point V (xs, to) = hs. Substituons dans (3.24) xett 
à x, et à, respectivement, on obtient une fonction uniforme V (x, t) 
définie de façon unique et donnée (conformément à la remarque ci- 
dessus) dans le domaine || x|| < ho, t > 0. On a donc la propriété 
1) du Théorème 3.1. 

Comme x — 0 est une position d'équilibre du système (3.16), 
il résulte de (3.24) que V (0, t) = 0 pour t > 4. 
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Montrons la continuité en || x|| = 0 de V (x, t) pour t = t, fixe. 
Soit &, > 0. Puisqu'il y a stabilité, il existe 6 (t,, e,) > 0 tel que 
II x (#, Xo, to)ll << €, quels que soient t>1t, si || x|| << 6 (to, e). 

En vertu de (3.24), V (x, t,) << &,, i.e. pour €, > 0 donné on 
trouve un nombre ô > 0 tel que V (x, {,) << e, dès que || x|| << 6, 
ce qui démontre la validité de la propriété 2). 

On voit sans peine que 


V (xs to) > IX (6, Xo, to) = W (x) > 0 


(la définie positivité de la fonction V (x, t)). 

Testons la propriété 4). On établit à cette fin que si x — 
= X (ét, xo, to) est une courbe intégrale passant pour t{ = t, par le 
point x,, ls fonction V (x, t) est non croissante le long de cette courbe. 
En d’autres termes, si t, et {. sont deux instants arbitraires tels que 
lo L'h L'to et Xi = X (Ëy, Xo, lo). Xe = X (to, Xo, to) deux points 
correspondants sur x = x (t, xs. lo), on a l'inégalité 


[4 (X1: h) >= 4 (Xo Lo). (+) 
En effet, on a par définition de V (x, t) 
4 (Xt Li) au Sup || X (£, X4° t) ||, 
1>t1 
V (Ko, te) = suplilx (£, Xe, ta) ||, 
t>t2 


où x (é, x1, t.) est la courbe intégrale passant au temps { = #, par le 
point x, et x (f, x°, t.) la courbe intégrale qui traverse pour t = #, 
le point x,. Le système initial (3.16) admettant une solution unique, 
ces deux courbes se confondent avec x ({, x,, t,) parce que pour é, 
et &, celle-ci passe par x, et x, respectivement. 

Ainsi, V (x,, t,) et V (x°, t,) sont égales à la borne supérieure 
de la norme de x (f, xs, to) pour { > 1, et { => 1, respectivement. 
Comme ft, < t, et le domaine ({,, oc) a pour partie ({:, ), la pre- 
mière borne est au moins égale à la seconde, i.e. on a l’inégalité (*), 
ce qui démontre complètement le nécessité des conditions du Théorè- 
me 3.1. 


ConseqQuENcE Â. Les contraintes imposées par le Théorème 3.1 
à la fonction V (sauf la condition 4)) admettent une vérification immé- 
diate facile. 

De prime abord, la condition 4) paraît irréalisable parce qu'on 
ne connaît pas les courbes intégrales du système (3.17) et il est donc 
impossible de la vérifier de suite. Or, sous cette condition la fonc- 
tion V est monotone sur toute courbe intégrale pour { > #4, donc 
dérivable pour presque toutes les valeurs de t pour t > t, (selon un 
théorème de Lebesgue aux termes duquel une fonction monotone 
admet presque partout une dérivée). Ceci étant, on a presque partout 
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la relation 
dVlit= W<0. 


La condition 4) est donc vérifiée immédiatement en trouvant la 
dérivée totale de V écrite à partir de (3.16). 


ConseQuENcE 2 [22]. Si la fonction V (x, t) est définie positive 
et continue en x au point || x|| = © uniformément par rapport à t pour 
t>0 et dV/dt < 0, la solution triviale du système (3.16) est stable 
uniformément en t, > O, i.e. dans la définition de la stabilité on peut 
choisir 6 (t,, e) = Ô (e) indépendant de ts. 


DEMONSTRATION. Admettons que cette fonction V (x, ét) existe. 
Montrons que la solution nulle est stable uniformément en t,. 

En effet, lorsque nous avons démontré le Théorème 3.1, nous avons 
choisi Ô ({,, €) à partir de la condition 


V (x, to) < À pour [I xIl << 6 (to, €). 


Comme V (x, t,) est continue en x au point || x|| = 0 uniformément 
par rapport à t pour t{ > 0, il existe un nombre & (e) tel que 


V (x, &) < À pour || x[| << 6 (e) 


pour Vt, > 0. Il est clair que ce nombre correspond à e > 0 choisi 
selon la définition de la stabilité, ce qui démontre la Conséquence 2. 


Conséquence 3 [22]. Soit V (x, t) une fonction remplissant les 
conditions de la Conséquence 2, i.e. elle est définie positive, continue 
en x pour x — 0 uniformément par rapport à t pour t > 0, et telle que 


dVidt = —W (x, i), (3.25) 


en vertu du système (3.16), W (x, t) étant-définie positive. La position 
d'équilibre x = 0 est alors asymptiotiquement stable au sens de Ljapu- 
nov uniformément par rapport à to > 0. 


DEMONSTRATION. Montrons que ||x(t)|| 0 pour t + oo, 
i.e. quel que soit &’ >> 0, on trouve T (e’) tel que 


x (, Xo, to) < &° pour t > T (e'). 


Il convient de dire que d’après e’ => 0 donné on trouve, conformé- 
ment à la Conséquence 2, à (£') = 6’ > 0 qui vérifie la définition 
de la stabilité et ne dépend pas de t,, et on a Ô” << &’. Deux cas peu- 
vent se présenter : 

1) il existe T tel que 


x (7, Xo, to) Ô", || xoll < 6’, 
donc 
IX (, Xo, to) € pour Vt>T; 
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2) ce T n'existe pas, ji.e pour Vé=>it on a toujours 

Il x (, Xo, to)ll > 6”. Comme W (x, t) est une fonction définie 

positive, on a toujours W(x, t) > &« >0 pour x = x (fi, xs, to). 
Donc, on a toujours 

dV(x, t) 


mn < — Ge (3.25") 


On obtient par intégration 

V (x, xo, to), ) << —& (— to) + V (xo: lo). (3.26) 
Etant données l'inégalité || x (#, xo, to)l| > 8” pour Vi >t, et la 
définie positivité de V (x, ft), on a V'(x(é, x, to), D > B > 0. 
Quant au second membre, il tend vers — avec l'augmentation 


de t. Nous avons abouti à une contradiction qui prouve l’impossibi- 
lité du cas 2). C’est donc le cas 1) qui a lieu. Or, il correspond à 


IL x (, Xo, to)ll 0 pour t ++ oo, 
et la Conséquence 3 se trouve démontrée. 
EXEMPLE 3.4. Soit le système d'équations différentielles 

dr fdt = fo (zu ces 2nh 8=1,2.. 8; (3.27) 
avec fs (T1 + + +» Zn) des fonctions définies dans R?, réelles et continuement 
dérivables. On suppose que ce système ne possède qu'’ure seule position d’équi- 
libre x = 0, i.e. 

Îs (z4, …. Zn) asser: 2200; 8 —= 1, 2, 9 De 


On prend pour fonction de Ljapunov 


ñ 


V &)= > A R=/ (x) (x), 


s=1 
auquel cas 
dV d eo oem À OX _ px OÙ 
D 2 1 j 
où 
( ôf: ôf: ôfs 
Ôz; Oo ÔTn 
af Ôfa Ôf2 Ôf2 
Fra 0x: OZo Oxzn |, 
Ofn Ofn Ôfn 
CET To OTn 
1.0. 
dVidt = i*Bf, 
avec 


[#4 (2) 
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Si la matrice B a toutes ses valeurs propres au plus égales à zéro, i.e. f*Bf < 
< 0, on est dans les conditions du théorème de stabilité et l’état x = 0 est 
stable au sens de Ljapunov. 

Si toutes les valeurs propres de B sont négatives et ne s'annulent que dans 
la position d'équilibre, i.e. f*Bf < 0, alors dV/dt — —W (x) et la position 
d'équilibre x = 0 présente la stabilité asymptotique au sens de Ljapunov. 


EXERCICE Soit un système d'équations différentielles de la forme 
drafdt= XY) (24, cou, Zn}, SA, D oo 

avec X) (x, ..., zn) des formes homogènes de degré m en x, ..., rn à coef- 
ficients réels. 

On demande les conditions nécessaires et suffisantes imposées aux coeffi- 
cients pour qu’il y ait stabilité asymptotique de la position d'équilibre x = 0. 

THÉOREME 3.2 (D'INSTABILITE ). Pour que la solution nulle du 
système (3.16) soit instable au sens de Ljapunov, il faut et il suffit 
qu'il existe deux fonctions V (x, t) et W (x, t) jouissant des propriétés 
suivantes : 

1) La fonction V (x, t) est bornée dans un voisinage du point x = 0, 
ie. V (x, t) << L pour [| x| Lh; 

2) dans un voisinage aussi petit qu’on le veut du point x = 0 il 
y a au moins un point x tel que V (x, to) > 0; 

3) la dérivée totale exprimée à partir de (3.16) de V (x, t) vérifie 
la relation 


n, 


dVidt = 1V + W (x, 1), 


avec À > 0 et W (x, t) une fonction réelle, continue et non négative 
pour || x] & ho. 

De£monsTRaTION. NÉcEssiTÉ [26]-[27]. Supposons qu’il y a insta- 
bilité, i.e. il existe e >> 0 tel que, quel que soit ô > 0, on trouve 
au moins un point (xs, to) (|| Xoll << Ô) et un temps + (xs, to) pour 
lesquels [|| x (t, xo, to)|| > €. 

Prenons n'importe quel x, satisfaisant à || xo|| << 8 (Ô <e< ho). 
Deux cas peuvent se présenter : 

1) ou bien || x (£, xs, to) < e pour t > to; 

2) ou bien il existe un instant t > t, tel que || x (t, xs, to)l| = €. 

Posons V (xs, to) = O0 dans le premier cas et V'(x,, to) = 
= e”(t-to) = eto—-t dans le second. 

Ainsi, la fonction est définie en tout point de l’ensemble 
{x: [| x|| << 8} et y est bornée: V (x, t) << 1. Comme indiqué plus 
haut, les points x du second type sont présents dans tout voisinage 
arbitrairement restreint de x — 0, et la fonction V (x, t) formée 
satisfait donc à la condition 2). Montrons qu’il en est de même de 3) 
En effet, on a V = 0 pour x du premier type vu que [| x (£”, x, t)| 
< €, donc dV/dt = V le long d’une telle courbe intégrale. Pour x du 
second type, V (x, {) = et-T, d'où dV/dt = Y. ; 

Ainsi, la condition 3) est réalisée sur toute courbe x ({”, x, t), 
t'>1, pour À = 1 et W = 0. 
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SurFISANCE [22]. Admettons l'existence des fonctions V (x, t), 
W' (x, t) remplissant les conditions du théorème. Montrons l’insta- 
bilité de x = 0. 

Procédons par l'absurde et supposons x = 0 stable. Il existe 
alors pour tout e >> O0 une quantité ô >> 0 telle qu’on ait 


IX (, Xe, to) <e<hs pou t>t 


quand || xol| << ô. La fonction V (x, t) est alors bornée le longfde 
toute courbe intégrale x (t, xs, t) pour t > t, et || xo|| << 8 (pro- 
priété 1)). En vertu de la propriété 2), il existe un point x, pour 
lequel V (x,, to) > 0. La fonction V (x (ft, xs, to), t) vérifie l'équa- 
tion différentielle linéaire 


4 ? ? L 
EE x 0 y (x (t, Xo, to), 1) + W (x{(é, xo, to), ?) 


avec la condition initiale 
V' (x (t, xo, to), t) = V (xs, to) > 0. 
Intégrons et passons à l'inégalité, il vient 
(x (£, Xo, to) > V (Ko, to) eo) pour i>to, 


ce qui contredit la borne de V (x ({, xs, to), t) et démontre du même 
coup l'instabilité de la position d'équilibre x = 0. 
30 Considérons le système linéaire d'équations différentielles 


À = P(t)x, (3.28) 


avec pu (t) des fonctions réelles, continues, bornées et définies pour 
ET 

Ce système se présente comme approximation linéaire de (3.16), 
si bien que le comportement de sa solution est intimement lié à 
celui de la solution de ce dernier: si la solution nulle de (3.28) est 
stable ou asymptotiquement stable, il en est de même de la solution 
nulle de (3.16) sous des contraintes assez lâches sur les termes non 
linéaires. 

On comprend désormais l'importance des critères de stabilité 
et de stabilité asymptotique des systèmes linéaires pour le problème 
général de stabilité de la solution nulle du système (3.16). 

Si le système (3.28) a tous ses coefficients constants, on se ramène, 
pour conclure à la stabilité asymptotique, à l’étude des racines 
de l'équation det (P — ÀE) = 0. 

Dans le cas général, la question reste ouverte. 


Tasortme 3.3 [22]. Pour que toute solution du système (3.28) 
qui passe par le point x = x, pour t = t, satisfasse à des inégalités 
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de la forme 
dif Xofe dt to) |] x (t) La] xo [et to) pour > t, (3.29) 
il faut et il suffit qu’il existe deux formes quadratiques 
V (x, t) = x*4 (1) x, (3.30) 
W (x, t) = x*B (1) x, (3.31) 
remplissant les conditions suivantes: 


1) la fonction V (x, d'est définie positive et W (x, t) définie négati- 
ve et telles qu'on ait 


ll XP < V (x, à) < ll xlF, en 
D D J.31") 


— ll xl <'W (x, D < — Bell xl, 
Où js Pys Gus dy, à = 1, 2, sont des constantes positives; 
2) on a, à partir du système (3.28), 
dVidt = W. (3.32) 


D£emMonsTRATION. NecessiTs. Soit YŸ (t) la matrice fondamen- 
tale du système (3.28). Toute solution qui passe par x = x, pour 
t = 1, se met alors sous la forme 


x) =Y (1) Y (to) Xe (3.33) 

Admettons qu'une telle solution vérifie l'inégalité (3.29). Ecrivons 

la forme quadratique W (x, t) comme W (x, t) — —x*x et posons 
—+oo 

VI(X, 1) = — [ W (x, T) dr. (3.34) 


t 


Il est an que W (x, t) satisfait à (3.31) pour B, = B, = 1 et 
dVidt = 


ar que V (x, t) vérifie (3.31). En effet, on a 


+oo +oo 
V (x, t)= ( xt (tx (r)dr=x | V1 (4) F9 (1) Pr) (to) dr-xo= 
t t 
+00 
= x" (t) ( B*{x, t)B(x,t)dr.x(t), 


t 


où Bu D =Y(DY1(, x0 = Y (to) Y 1 (b x (6. 
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Prenons en considération (3.29) et intégrons (3.34) de t, à +oo, 
il vient 


#00 +00 
À atfxofee-2 66-10 dE (ro, to)= | x2(1) 
to lo 
+00 
< | alIxollte-2%tr-10 dr 
L 
ou 


3, Le Ï xo PSV , to) 5 H as || xo |P- 


Il est clair que , (x, t) est une fonction définie positive et qu’il 
existe des nombres positifs &,, «&, tels que 


dll xl SV (x, à) < œil xlf. 


SurFFISANCE. Soient V et W remplissant les conditions du théorè- 
me. Selon la Conséquence 3, la position d’équilibre est à stabilité 
asymptotique. Montrons que toute courbe intégrale du système (3.28) 
non seulement tend vers l’origine pour { —+ co, mais aussi vérifie 
les inégalités (3.29). 

Divisons les deux membres de (3.32) par V et intégrons de t, à t. 
Nous obtenons 


d'où 


— at 


Vi (£, X0 to) =V (x (é, Xo: to); t) =V (X09 to) eto . (3.35) 


La fonction V, à gauche est la valeur de V sur la courbe intégrale 
choisie de (3.28). Evaluons l’intégrale du second membre et considé- 
rons pour cela l’expression à intégrer 

W _x"B(t)x 
V x*A(t)x° 

En substituant au numérateur et au dénominateur leur valeur 

supérieure et inférieure du Théorème 3.3, ona 


Bi — W B2 
BE he 
Appliquons ces estimations à (3.35), il vient 


hi, PE — (t- 1 
V (xo, to) € Tai DEV: (£, xo, to) LV (Xo, to)e 
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Remplaçons V (x,, ts) par sa valeur minimale (condition 1)) du 
Théorème 3.3 et V, (t, xo, t0) par celle maximale de la même inéga- 
lité. On a alors 


_B1 
æf|xofèe 2 Fe le 


De’ même 


Be 
: , —— (=10) 
ax) <a llxolfe ° 


Par extraction de racine carrée et par groupement on obtient l’inéga- 
lité (3.29), c.q.f.d. 


REMARQUE. Détaillons (3.32) en conformité avec (3.30): 


dV  dx* dA 4 0) 


= D À (be + xt ÉD x + x AGE = x° x, 


Remplaçons dx/dt et dx*/dt moyennant le système (3.28), il vient 
l'égalité 
= x [ + t) A+ e+A(G) P() x x= x" Bx 
qui a lieu sur toute trajectoire du système, i.e. 
Æ+P'A+AP=E. (3.36) 


L’équation (3.36) s'appelle équation matricielle de Ljapunov. 
Si P = const, alors À = const, et (3.36) est une équation matri- 
cielle algébrique de la forme 


P*A}+ AP = B. (3.37) 


La stabilité asymptotique de x = 0 de (3.28) a lieu si et seule- 
ment si l’équation (3. 36) ou (3.37) possède pour solution une matri- 
ce À définie positive à condition que B soit définie négative. 

Considérons en plus de (3.28) le système non linéaire 


x=P(}x+G(x, t), (3.38) 


avec G (x, t) une fonction vectorielle réelle, continue, définie pour 
t>0, [xl < Ro. 


TæsortME 3.4. Si la fonction vectorielle G(x, t) remplit la 
condition 


1 G (x, DIS ce (e, OI xl pour [xl Le, 120, (3.39) 


où c(e, t)—+ 0 pour e —+ 0 uniformément en t => 0, la stabilité asymp- 
totique du système (3.28) et les estimations (3. 29) entraînent la stabilité 
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asymptotique de x = O du système (3.38), et toute solution de (3.38), 
qui part d'un voisinage suffisamment petit de x = 0, vérifie les estima- 
tions (3.29) avec d’autres constantes. 


D£EMONSTRATION. La stabilité asymptotique de la position d'’é- 
quilibre du système (3.28) et les estimations (3.29) impliquent 
AE Cut des formes quadratiques V et W évaluées par (3.30) et 
(3.31”). 

Exprimons à partir de (3.38) la dérivée totale de V: dV/dt — 
= WLW,, où W, = (grad V, G), d’où | W | <Ly-c(e, t)|] x|l 
pour || x|| Le, y étant une constante positive. 

Il en résulte la définie négativité de W + W, au moins dans un 
voisinage suffisamment petit de la position d'équilibre x = 0 de 
(3.38) et donc la stabilité asymptotique de x = 0. 

En démontrant la suffisance dans le théorème précédent, nous 
avons négligé la linéarité du système (3.28) et les propriétés de V 
ct W en tant que formes quadratiques en les composantes du vec- 
teur x. En fait, les estimations (3.29) ont été obtenues moyennant 
(3.30) et (3.31”). 

Prenons &, > 0 tel que la fonction W + W, vérifie les estima- 
tions (3.31) pour || x[| < &, t > 0, et des constantes différentes. 

La propriété de stabilité asymptotique entraîne alors l’existence 
d’un nombre 6, => 0 pour lequel toutes les solutions issues de 
Il xoll S 80 pour t = t, s’évaluent par [| x (ft, xo, to)|| LE quand 
+, 

Toutes les inégalités (3.31) ont lieu sur ces courbes qui satisfont 
donc à des estimations du type (3.29) pour toute durée du parcours 
t > to à condition que || xoll Oo, c.q.f.d. 


ConsequENcr. Considérons le système commandé 


x=P(t)x +Q(tju +G(x, u, t). (3.40) 
Si || G (x, I < ce (e, #)-[ x] +] ul] pour [x] < e, full < e 
et c'(e, t) — 0 uniformément en t >> 0 avec & tendant vers zéro, quelle 


que soit la commande u = u (t, » donnée pour [|x|| < ho, t > 0 
et remplissant la condition [| u|| << y (e, t)|| xil pour || x|| 4 €, 
y (&, t) — 0 uniformément par rapport à t > 0, avec e — 0, Le système 
(3.40) possède alors une position d'équilibre x — 0 asymptotiquement 
stable, et il existe un certain voisinage de ce point dans lequel toutes 
les solutions vérifient des estimations du type (3.29). 

Les fonctions u (#4, x) et les composantes de la fonction vectoriel- 
le G sont supposées réelles et continues par rapport à l’ensemble des 
arguments pour ét >0, | x[| < ho, [ul < ho. 

Prenons le système quasi linéaire 


x= Pix +F(t +uG (x, ?), (3.41) 
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TuH£oreME 5.1. Si la solution z = 0 du système (5.8) est asympto- 
tiquement stable pour la commande (5.7) et on a les inégalités (5.9). 
la solution y = O du système (5.5) possède la même propriété pour la 
commande (5.11) et chaque solution de (5.5) issue d'un voisinage suffi- 
samment petit du point y = 0 satisfait à des estimations du type (5.1). 


Il reste à prouver que y (ft) vérifie des inégalités du type (5.9). 
On vérifie facilement qu’il existe des constantes positives r,, r,, 6 
pour lesquelles 


NI YIÉ<W < —r Il YIË (5.13) 


à condition d’avoir || y || << 6. 

Les inégalités cherchées s’obtiennent comme pour le Théore- 
me 3.3. 

20 Considérons le système linéaire 


dyldt = Ay[+{bu. (5.14) 


Supposons r = 1 pour alléger l'écriture (i.e. il y a une seule com- 
mande) et le caractère constant de la matrice À et du vecteur b. 


TæéortME 5.2. Etant donnés les vecteurs 
b, Ab, 4°b, ..., A%-'b (5.15) 
linéairement indépendants, on construit une commande de la forme 
u —= C*y, (5.16) 


qui fournit au système (5.14) des valeurs propres quelconques données 
à l'avance. 


DEMONSTRATION. Introduisons la matrice 
S —{b, Ab, A*b, ..., A7-1lb}, 


qui est non singulière vu l’indépendance linéaire des vecteurs (5.15). 
Faisons dans (5.14) la substitution y = Sx. On obtient pour la 
nouvelle fonction vectorielle inconnue 


_ = S-1ASx + S-ibu. (5.17) 
Comme S#S—E£, on a 
4 
0 
S"1b=—| : 
0 


6—0456 
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La fonction z = x — x vérifie le système 
2= Pz+u {5} (3.42) 


obtenu de (3.44) par substitution de x et x et par soustraction terme 
à terme. La matrice {e étant le résultat de l’application de la 
formule des accroissements finis à la différence 

G (x, ?) — G (x, t), 


ses éléments sont donc bornés pour t > {, uniformément par rapport 
à tous les xs, x, Car les solutions correspondantes x et x restent, 


nous l’avons démontré, dans le domaine [| x|| << r2. 
Exprimons la dérivée totale de V (z, t) moyennant (3.42): 


P=W(at)+u(gadv, {5}. (3.43) 


Il en découle qu’il existe u, >> 0 tel que, lorsque IHI< He le 
second membre vérifie des estimations du type (3.31° ) où z rempla- 
ce x. Ces estimations et celles de la fonction Ÿ entraînent alors que 
la fonction vectorielle z s'évalue par des inégalités du type (3.29) 
avec z au lieu de x, c.q.f.d. 


ConsequENcE. Considérons le système de commande 


x=P(}x+QHu+F( +uG(x ut} (3.44) 


Soit U une famille de commandes définies pour t => 0, continues et 
bornées dans leur ensemble. 

Admettons que les éléments des matrices P, Q et les composantes 
de F sont définis pour t > 0, réels, continus et bornés. Si G (x, u, t) 
est donnée pour xEE,, u€E,, t > 0, réelle, continue par rapport 
à ses arguments et admet des dérivées partielles, continues par rapport 
aux composantes du vecteur x et si ces dérivées partielles sont bornées 
uniformément en t => 0, ainsi que G, dans tout domaine fini de varia- 
tion de x et u, alors on trouve pour tout r, > 0 des nombres up, > 0 
et r: > r, tels que toute solution issue de || x [| < r, au tempst=t 
ait son domaine accessible, pour tout t > to, dans I|x| re, toute 
solution non perturbée issue de || xs || < r1, © = to, étant asymptoti- 
quement stable. 


Notons x — x(f, xo, to, u) la solution du système (3.44), qui 
part du point x = x, pour t — {, et correspond à la commande 
u—=u(t) E U choisie. 

Tous les vecteurs : (t, xo, to, u), u E U, forment au temps t 
un ensemble dans l’espace de phase, qu’on appelle ensemble accessible. 
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Ecrivons la dérivée totale de V à partir de (3.44): 
= W + (grad V, Qu) + (grad V, F)+u (grad V, G). 


Choisissons r de sorte que W + (grad V, Qu) + (grad V, F)< 0 
pour [x] >r,t>0et u € U. Prenons ensuite r, et r, comme dans 
la démonstration du théorème précédent. On voit aisément qu'il 
existe un u, >> 0 tel que dV/dt < O0 pour rn <||x|| Lr:, t> 0, 
uEU si [ui] < pu. 

On établit moyennant ces inégalités et les mêmes raisonnements 
que dans le Théorème 3.5 que le domaine accessible se trouve dans 
I xl re pour {> to, Car cette propriété est inhérente à tout mouve- 
ment non perturbé. 

8G 


Dans ce cas, la matrice {+} dépend également de la commande, 


mais on choisit u. >> 0 de façon que W (z) + u (grad V, {9G/ôx} 2) 
s'évalue pour || u || < u. comme dans le théorème précédent. Il en 
résulte la stabilité asymptotique de toute solution non perturbée 
x = X({, xo, to, u) et les estimations (3.29) pour la fonction vecto- 
rielle z — x (ft, xo, to, U) — X (t, Xo, to, u) quels que soient x,, 
Xo El xl 71 et la commande u € U. 
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49 Soit le système différentiel autonome 


D = fs (cs TD) sl 2 0, (4.1) 
dont les seconds membres sont définis, réels et continus pour —oo< 
< 17, < + co. Supposons que f, (z,, . . ., z,) vérifient la condition 
de Lipschitz relativement aux variables z,, ..., x, dans toute 
région finie G de l’espace E,, i.e. quels que soient x, ..., z, 
Lis + + + Zn O0 à dans G 


| fs (z, 7 Zn) — fs (xs, ...) Zn) [KL (2 [2 |), 


avec L£ une constante indépendante de z,, . .., z,, . .. et définie 
par G. Admettons que le système (4.1) se trouve en équilibre à l’ori- 
gine, i.e. 

fa ss e0 St 2.5 


et que cette position d'équilibre est asymptotiquement stable au 
sens de Ljapunov. Désignons par x(f, xs, to) la solution de ce 
système pour les conditions initiales £ = 10, x = Xo- | 


. 
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Derinrrion 4.1. L’ensemble À de tous les points x, pour lesquels 
Il X (é, X0» to)Il 7m. () pour L—+ + 29 
s’appelle domaine *) de stabilité asymptotique (ou d'attraction). 


Derinrrion 4.2. Un système est dit asymptotiquement stable glo- 
balement si À = E,. | 

On fera attention à la différence fondamentale entre les systèmes 
linéaires et non linéaires : les premiers sont toujours asymptotique- 
ment stables globalement et les seconds peuvent être dépourvus de 
cette propriété (le domaine À ne coincide pas avec l’espace entier). 


REMARQUE (Considérons un système linéaire et une classe de 
caractéristiques non linéaires permises. On se pose alors le problème 
(problème de Lur’e) de trouver les conditions nécessaires et suffi- 
santes de stabilité asymptotique du système quels que soient son état 
initial et la caractéristique concrète de l’élément non linéaire. Dans 
ce cas, on dit qu’on garantit la stabilité absolue du système. 

Telle est la différence entre la notion de stabilité asymptotique 
globale et celle de stabilité absolue d'un système. 

On montre sans peine que l’ensemble À est ouvert et connexe. 


TæeortME 4.1. Pour qu'un domaine invariant À donné à l'avance 
et contenant le point x = 0 soit le domaine de stabilité asymptotiqr'e 
de la position d'équilibre du système (4.1), il faut et il suffit qu'il existe 
deux fonctions V (x) et W (x) possédant les propriétés suivantes : 

4) Les fonctions V (x), W (x) sont définies dans À, réelles, conti- 
nues ; 

2) La fonction V (x) est définie négative et W (x) définie positive ; 

3) on a dans le domaine À 


—1<V(x)<0 pour VxEA, xÆ0; (4.2) 


W(H>v@ V 1+2 8. (4.3) 


avec o (x) une fonction définie positive telle que 
P(DH>a>0 pour [xl > B>0; (4.4) 


*) Nous assimilons G à un ensemble non vide des points ayant deux proprié- 
tés suivantes: 1) tout élément de G en est un point intérieur, i.e. chaque fois 
que G contient un point, il contient Gris une région qui l’entoure ; 2) l’en- 
semble G est connexe, i.e. on peut réunir tous ses points deux à deux par une 
ligne brisée formée d’un nombre fini de segments qui est entièrement contenue 


G. 
L'ensemble des points qui sont des points limites des éléments de G sans 
lui appartenir en constitue la frontière. 
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4) la fonction V (x) est continuement HÉRUQUE le long des courbes 
intégrales du système (4.1) et 


TO = w A+) (4.5) 


en vertu de (4.1) 


DEMONSTRATION . SUFFISANCE. Supposons qu’on est dans les con- 
ditions du théorème. V (x) étant définie négative (condition 2)) 


L] 


et sa dérivée totale exprimée à partir de (4.1) étant une fonction 
définie positive (condition 4)), il y a stabilité asymptotique de la 
position d'équilibre x — 0. Quel que soit e > 0, on trouve donc 
un nombre Ô (e) => 0 tel qu'on ait pour || x,|| << 6 


1) [x (6, x0) [<< e, 


2) lim [[x(t, x)[|=0, (4.6) 
t— +00 


où x ({, x.) est solution de (4.1) avec la condition initiale x (to, xo)= 
== Xo. 
Prouvons la propriété 
IL x (£, xo) | — 0 pour t—+ + co 


de toute courbe intégrale issue du domaine À (x, € À). Par substitu- 


tion 
ds=dt V1+5 ff, (4.7) 
1=1 


on obtient à partir de (4.1) 
dz os Tr ; 

Pi Erin D, i=1,2,...,n, (48) 

V 1+ D Fiat... Zn) 


i=1{ 


les seconds membres étant des ne continues de x et bornées 


parce que 
< [f (x) | «1. (4.8°) 
VA+ If GIE 


AC 


V FR 2 Fe 


Ce fait garantit l’existence d'’ une solution sur tout l’axe —00 < 
<S< + 00. 

Montrons par exemple que la courbe intégrale x = x (s, x.) du 
système (4.8) est définie pour tous les s > 0. En effet, deux cas sont 
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possibles : ou bien cette courbe intégrale est bornée pour s > 0, ou 
bien elle ne l’est pas quand s > 0. Par application du théorème 
d'existence on trouve dans le premier cas que la courbe est définie 
quel que soit s >> 0. On suppose dans le second cas qu’elle ne l’est 
que pour s & s* <Z —+oo. L'égalité 


: fa (z1, +... Zn) 
nest . 
1+ > fi(zt, ...) Zn) 
0 {4—=1 


et (4.8*) entraînent alors l'estimation 
Lai (s x) | <1zP | +s*, i=1,2,...,n, (4.9) 
ce qui contredit l'hypothèse de la courbe intégrale non bornée. 
Prenons un point x, € À quelconque et montrons que 
Il x (s, Xo)|— 0 pour s—> + 0, 


i.e. pour tout &’ (qui peut être inférieur à ô — Ô (e) dans (4.6)), 
il existe S (e”) tel que, quel que soit s > S (£e’), on ait 


x (s, xo)|| << €” 


I1 suffit qu'il existe S'(e’) tel que [Ix(S, x,)|| = e’. Etant 
donnée la stabilité asymptotique (4.6), on a alors 


I x(s, xo)l— 0 pour s—> + . 


Il est clair que, quel que soit x, € À, ce $ (e’) ou bien existe ou 
bien n'existe pas auquel cas |[[x(s, x) || >> e’ pour tout s > 0. 
Prenons dans ce cas pour fonction de Ljapunov 


V=ln(d{+) (4.10) 
qui est définie négative et dont la dérivée totale exprimée à partir 
du système (4.8) est 


dv 4 dV dt 1 
va ait W A+) 


>ph)>a(6)>0 (4.11) 
en vertu de la condition (4.3). D'où 


V > Vo +s-a (se). (4.12) 
Ainsi, la fonction V est arbitrairement grande pour s— —+oo, résul- 
tat impossible (V est négative). La contradiction obtenue prouve 
l'existence de S (e’), ce qui démontre notre assertion. 
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DEerINITION 4.3. Un ensemble M de points x = (x,, ..., z,) 
de l’espace de phase du système (4.8) est dit invariant si la condition 
x € M implique x (s, xs) € M pour sE (—co, +oo). 


REMARQUE. En démontrant la suffisance (Théorème 4.1), on 
utilise l’invariance du domaine d’attraction À. Selon la condition 3) 
les relations (4.10)-(4.12) sont valables au moins dans À, i.e. lorsque 
x (s, xo) E À pour tout s > 0, avec x, € À. Le dernier résultat 
a lieu en vertu de la Définition 4.1 et de l’unicité de la solution 
du système (4.1). 


Nécessire. Soit À le domaine de stabilité asymptotique, i.e. 
1) toute courbe intégrale x(t, x,) du système (4.1) issue de À appar- 
tient pour tout £ à ce domaine; 2) il y a stabilité de la solution x = 
= 0 et | 
[x (£, xo)]| — 0 pour x€AÀ. (4.13) 
too 


Construisons V et W vérifiant les conditions du théorème. Nous 
considérerons le système (4.8) dont la solution est définie pour tout s 
de l'intervalle (—oo, oo). Mais, géométriquement, on constate 
la coïncidence des courbes intégrales de (4.1) et de (4.8). 

Voici notre plan d’action. 

1. On montre que la stabilité asymptotique uniforme par rap- 
port à so [fol (les seconds membres de (4.8) et (4.1) ne dépendent pas 
explicitement de s[t]) entraîne l’existence d’une fonction continue 
L (s) donnée pour s> — oc, strictement monotone décroissante 
de +oco à O0 pour s—> +oo et telle que 


II x (s, x) L(s) pour s>0 et || xl < 6. (4.14) 
2. On choisit 


qu(x) = ||x (8, xo) [| e- Luxe, x0)1), (4.15) 
avec L”!(E) l'inverse de L. 
On pose 
— LE 
Vax)=— | pas, (4.16) 
0 


les fonctions V et W du théorème s'exprimant par q et V: 
— W —— 
P=————, V=m(i+y). (4.17) 
V +5 
i=1 


Passons à l'exécution de notre plan et prenons & >> 0. Par défi- 
nition de la stabilité asymptotique uniforme on trouve 6 (e) > 0 


72 PROBLÈMES DE STABILISATION DES SOLUTIONS [CH. E 


tel que pour || xoll << 6: 


1) Il x (s, xo)l| << e pour tous les s > 0, 
2) I x (s, xo)] — © pour S—> +00. 
Posons 


L(s)= sup ||x(s, xo) ||. 
[Ixol|< 06 


Il est clair que ZL (s) est défini pour s > 0 et jouit des propriétés 
suivantes : | 

1) 0 L (s) << e pour s> 0, 

2) L(s) — 0 pour s— +oo. 

Choisissons une fonction Z (t) strictement monotone, définie et 
continue pour —00 <Z T<Z —+oo, décroissante de co à O avec * 
augmentant de —co à oo et telle que 


L (s) > L (s). 

Cette fonction satisfait, on le voit aisément, à toutes les condi- 
tions du point { de notre plan. La fonction est définie positive 
si bien que W remplit, en vertu de (4.15), (4.17), les conditions 1)-3) 
du théorème. 

Montrons la convergence pour x, € À de l'intégrale de (4.16). 
Si x, appartient à À, on trouve une quantité S (x,) telle que 


x (s, xo)l << 8 pour s> S (x). 
+00 
Décomposons | œ ds: 
0 


+ 8 (x.) +00 
| pas | pds+ | pds (4.48) 
0 0 SG) 


et faisons s = s’ + S dans la dernière intégrale, il vient 
+00 +00 
| pds= | Lx (S'+S, x) [le irte+Sxe)ll) ds" = 
S (xe) 0 
+ . : 
= {xé, were soibds, (419) 
Ô 


avec xo = x (S (xo), xo), Il xoll < 6, vu le choix de S (x,), et donc 
I x (ss xo)ll << e quel que soit s’ > 0. On a de plus l'inégalité (4.14) 


IxG RIZ @ pour s>0 et [x] < 6 
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d’où par application de la fonction inverse à (4.14), 
s<LA (Ix(s, x) |). (4.20) 
On obtient facilement à partir de (4.20) 


Ix(s x) >{xts, xo)e- LA 0xG, oi), (4.21) 


Evaluons par cette inégalité l'intégrale (4.19): 
+o + 
pds <e \ es ds &. 
S (Xe) 0 
Ainsi, il y a convergence de (4.18). Il est clair que la continuité 
de V (x.) entraîne la même propriété pour V (x). 
Montrons la continuité de la première fonction pour x, € À: 
+o 


Î @UIx 6, x) 1) — 9 (x 6, x£) ID) ds |. 


0 


7) 7 = 


(4.22) 


Comme x;”, x” € À, on trouve s>> 0 tel que 
+00 +00 
se «19 1 1 
| ptixéx")Da<re et [| o(xté, x)l)ds< +, 
S 8 


avec £&, une constante positive. Les solutions étant des fonctions 
continues des valeurs initiales, on fait correspondre à S >> 0 et 
Tr, > 0 un nombre r, = r, (S, r.) tel qu’on ait pour || xÿ? — xf” || < 
< 7 

x (s, x) —x(s, x®)| <ir, quelque soit s€[0, S]. 


On peut prendre r, si petit que 
« Tl FE HNETIU 1 
lpIx(s, xD —p(Ix(s, x) pour s€ (0, SI, 
auquel cas (4.22) donne 
VS) (x)|<e pour|x{”—x®[|<<rs. (4.23) 


Ainsi, on trouve pour e])> 0 un nombre r, > 0 pour lequel on a 


(4.23), ce qui signifie la continuité dans À de V (x) (par suite de 
l'arbitraire quant au choix du point, par exemple x). 


Montrons la définie négativité de V (x). Considérons la fonction 
T(s)= inf [[x(x, x). (4.24) 
rend 
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On voit sans peine que inf est réalisé et que Z(s) possède les 
propriétés suivantes : 

1) elle ne croît pas avec s; 

2) elle tend vers zéro avec s tendant vers + œ et elle ne s’annule 
pas. 

Procédons par l’absurde et supposons qu'il existe s tel que L (s) = 
= 0. Cela implique l'existence de x, et t tels que || x (x,, 7) || = 0 
ou x (xs, T) = 0. La dernière égalité ne peut avoir lieu vu l’unicité 
de la solution. Cette contradiction prouve que L (s) 0 pour tous 
les s > 0; 


3) Ix(s, xs) > 2 (s) pour [1x | = 6. (4.25) 

On peut prendre une fonction continue L (s) ZI (s). Soit xo € À 
quelconque. Il existe S tel que [x (S, x,)|| = || x] = ô,. On 
a alors 


8 +00 
V(R)=— | pas— | pas. 
0 S 


Par changement de variable d’intégration s — $ + s’ dans la der- 
nière intégrale, on obtirnt 


S +00 8 
7 (x)= —[ pas — | Gixts", x)1) ds = — ( pds +7 @o). 
0 0 0 


(4.26) 


Puisque || x (s’, xo)|| > 8, quand s’ € (0, S], il existe un nombre a; 
tel que op (x) > «&;,, auquel cas 


S 
| p ds’ > Sas (4.27) 


Considérons V (x) pour [|xc||—6 et introduisons la notation 
+oo 


q (L(s)) ds = h. On montre facilement, compte tenu de l'inégalité 


(4.25), que 
V (xo) <—h. (4.28) 
On a à partir des relations (4.26)-(4.28) 
V (xo) <— (Sas +h). (4.29) 
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Montrons que Ÿ (x) —= 0 pour || x®) || UE 0. On peut choisir 


+00 
I x) | 6, k = 1, 2, ..., et l'estimation obtenue de l’intégrale 
Ce: 19) entraîne le résultat cherché. 


Ainsi, V (x) prend dans À des valeurs négatives, et c’est seule- 
ment pour x — 0 qu'on à V (x) = 0. 
Montrons maintenant que lim V (x*)) = — oc à condition 
R 


que lim x, —> x, avec x) € À, x € A X À (A étant la fer- 
R 


co 
meture de l'ensemble A). 

Admettons qu'aux instants S, la courbe intégrale x (s, x{) 
arrive sur la surface de la sphère || x|| = 6, << 6. La suite {S,} tend 
alors vers + co. Montrons-le par l’absurde, i.e. supposons que S, 
+ + oc. On peut alors extraire de {S,} une suite partielle bornée 
que nous noterons {5», }. Vu la dépendance continue des solutions 
par rapport aux valeurs initiales, on associe à Set k, un k, > 0 tel 
que [[x(s, x) — x(s, xi)| <h, quels que soient s € (0. sl pour 
[| x) — xl] << hk°: On prend ensuite h, suffisamment petit pour 
que ||x(s, xÿ)| << Ô, ce qui détermine xi E À contrairement à 
l'hypothèse. Donc S, — + oo avec k. 

Considérons V (x{*) ). On obtient par évaluation (4.26)-(4.29) 
(on y remplace partout s’ et x, par S, et x) respectivement) 


V (0) <— (Saas+h), 
ce qui démontre la propriété 3) de V (x). 


Pour terminer la démonstration, il faut définir dV/ds. Prenons 
la courbe intégrale x (s, x,) et fixons le temps s. On a 


+ 
Va(sx)=— | PCIx(,x (5 x9))l) dd" (4.80) 


0 
et 


+o 
V(x(s+A5,x))= — | (IIx(s,x(s+As,x))Il) ds". (4.31) 
0 


Retranchons terme à terme (4.30) de (4.31) et divisons par As, il 
vient 


_ s+âs 
= | PUIx(m x) Il) dn, (4.32) 


avec AV l'accroissement de la fonction V le long de la courbe intégra- 


le. En faisant tendre As vers 0, on obtient dV/ds = rs suivant la 
courbe et on démontre du même coup le théorème. 
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ConsequEeNcE 1. La fonction V (x) du théorème permet de résoudre 
en principe tout problème de recherche de la frontière du domaine de 
stabilité asymptotique. Si la suite des points x®*) tend vers un point 
frontière, la démonstration de la nécessité entraîne alors 


V(x®)—>—1 pour k—++ 00. 


La frontière du domaine À a pour équation 
V (x) = —1. (4.33) 


Elle est formée par des trajectoires entières et constitue un ensemble 
invariant. Cela résulte de l'égalité 


dVildtd= W{i+V)=0 pour V = —1. 


ConseqQuENcE 2. Si V (x) > — 1 pour || x|| — + et si l'on 
a toutes les conditions du théorème, il y a stabilité asymptotique globale. 


Les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité asymptotique 
globale ont été énoncées pour la première fois par Barbachine et 
Krassovski. 

29 Le problème suivant se présente en théorie des asservisse- 
ments, surtout lorsqu'on étudie les circuits électriques. 

Soit x = 0 un état permanent d’un système. Il est connu qu’il 
peut être asympto -quement stable pour un choix convenable des 
paramètres. Îl faut déterminer l’ensemble de perturbations initia- 
les x, telles que le système revienne dans un voisinage donné de l’état 
permanent. On peut égalément effectuer le choix des paramètres 
de réglage de manière que cet ensemble soit maximal dans un sens. 

Supposons que les régimes transitoires du système sont décrits 
par le système d'équations différentielles 


ns 'S—12;, sm (4.34) 


1=1 


avec X, des fonctions qui sont développables autour de x = 0 en 
des séries convergentes dont les termes sont d’au moins degré 2 en x. 

Admettons ensuite que les racines de l'équation caractéristique 
det (4 — ÀE) = 0 sont à partie réelle négative. Construisons pour 
le système (4.34) les fonctions V (x) et W (x) du Théorème 4.1 afin 
de déterminer le domaine de stabilité asymptotique de la solution 
nulle de (4.34) ou d'approcher ce domaine de l’intérieur par des 
domaines emboîtés. Prenons à cet effet l'équation aux dérivées 
partielles 


De VAS at X,)=W@)(+V. (4.35) 


s= 1 =1 
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Cherchons la solution V (x) sous forme de série 
V(x)=V2 (x) + VS (x) +... HV (x) +... (4.36) 


où Vim) (x) est une forme homogène de degré m en 21, ..., æh. 
Portons la dernière égalité dans (4.35), il vient le système 
d'équations on de définir les formes V(") (x): 


À a o anti) = W2 (x), 


im { 


: (4.37) 
dV(m) 
Die (> eur) =R (x), m=5, 4, 
si i=1 
où la m-forme R est connue dès que V2), ..., V(r-1) sont trouvées, 


et on prend pour W (x) toute fonction holomorphe positive telle 
que les plus petits termes de son développement suivant les puissan- 
ces positives entières des x, . .., z, Constituent une forme quadrati- 
que définie positive. 

A partir de (4.37) on obtient successivement V2), VU), 
Pour cela on considère le système d'équations différentielles ordi- 
naires associé à (4.37) 


dzldt= Ax, dVM/dt= RM, m—92, 3,4, ... (4.38) 


Aux termes du Théorème 3.3, il existe une forme quadratique définie 
négative F(2 qui admet la représentation suivante: 


+o 
va = — | Wa (x) dr. 


Définissons de proche en proche 


+ 00 
pm = — | RM dx, m=3, 4, 


t 


La série (4.36) peut être construite formellement, et sa conver- 
gence dans un voisinage suffisamment restreint de l’origine découle 
d’un théorème auxiliaire de Ljapunov. Notons que le choix de W (x) 
dans (4.35) influe sur le domaine de convergence de cette série. 


L’équation (4.35) s'écrit par exemple pour le système z; = —JT, 


D Su=WA+V). 


LR | 
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ñn 
Quand W=—92 Ÿ z?, elle admet comme solution 
ei 


n 
3 


Fe x 
V(x)=e 1 —1, 
et quand 


W(x)= 2z(1+32) "7, 
ii im! 
sa solution prend la forme 


(+5 +) 
V(x)=e i=1 — 1. 

Si l’on recherche en l'occurrence ŸV (x) sous forme de série, son 
domaine de convergence coïncide dans le premier cas avec l’espace 
tout entier et dans le second avec une région bornée de l’espace. 

Construisons un domaine qui est entièrement contenu dans À. 
Considérons pour cela la famille de surfaces 

Va (D) = —u, (4.39) 
où pm E (0, + oo), u = const. Si la surface © délimite À, on trouve 
une valeur pu = u* telle que V, (x) = — u* touche © en un point x. 

La famille 39) remplissant l’espace entier, il existe en effet 
une valeur u pour laquelle V, = —yu traverse la surface 0. 

Notons (—u*) la plus grande valeur de V, (x) sur la portion 
de © intérieure à V, — — u. Alors V, (x) = — u* touche o. Cette 
dernière surface est donnée par l’équation 4 + V (x) = 0. On a alors 
au point de contact x: (grad V (x)) (4x + X) = 0, d'où grad V(x)— 
= grad V., (grad V.)* (Ax + X) = 0. 

Prenons V. (x) comme fonction de Ljapunov pour le système 
(4.34). Exprimons dV./dt à partir de ce système. On a 


dV.ldt = (grad V., (Ax + X)) = W (x). 


Posons W, ={x: W(x) =0, x0} (W, n'est pas vide, par 
exemple x E W,). Cherchons la plus grande valeur de V, (x) sur 
l'ensemble W, et notons-la —u,. Il est évident que la surface 
Va (x) = — pu, est entièrement contenue dans le domaine 4. On 
utilise de même la famille de surfaces 


N 
y) (x) ue à V; (x) =— — uN 


pour trouver L{N) tel que la surface VIN) — — L{N) soit entièrement 
dans À. On voit donc l'intérêt que présentent, pour des problèmes 
de l'ingénieur, de bonnes méthodes de construction (de l’intérieur 
ou de l’extérieur) de la frontière de À. 
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$ ©. Stabilisation des solutions nominales 


1° Soit le système d’équations différentielles 
x = F(t, x, u) (5.1) 


avec x un vecteur à z composantes, u un vecteur à r composantes 
et F une fonction vectorielle de dimension n. 

Le système (5.1) décrit le mouvement d’un objet commandé, 
X = (ZT, ..., Zn) étant son vecteur d'état et u = u (ft) — 
= (u,, ..., u,) la commande. 

Considérons une commande u = u (t). Supposons connues les 
données initiales x (t,) = x,. Avec F assujettie à des conditions 
assez faibles (théorème de Carathéodory), le système (5.1) possède 
alors une solution unique: 


ZX — X (£) = X (£, Xo» Lo» u,). (5.2) 


Ce mouvement est construit par le jeu de diverses considérations, 
en particulier la commande nominale u, (t) et la trajectoire associée 
x, (t) peuvent être optimales dans un sens. 

On se propose dans le présent paragraphe d'établir une loi de 
commande telle que la solution nominale soit stable (selon Ljapunov 
ou dans un autre sens que nous préciserons au besoin). 

Nous allons commencer par le problème de stabilité (ou plus 
précisément celui de la stabilité asymptotique) au sens de Ljapunov 
de la solution non perturbée. 

Effectuons dans (5.1) les substitutions par les formules 


X=X()+y, u—=u, (t) + v. 
Le système s'écrit alors 
dyldt = G (t, y, v), (5.3) 


G,y,v)=F( x +y, uw +v)—F(i,x,,u,) (5.4) 


et G (t, 0, 0) = 0. Il en résulte qu'avec la commande v = 0, le 
système (5.3) a pour solution y = 0. 
Voici les questions susceptibles de nous intéresser : 


«= 


ou 


1) existe-t-il des variables de commande v,, .... v, telles que 
la position d'équilibre y = 0 soit asymptotiquement stable au 
sens de Ljapunov? 

2) comment les déterminer dans l’affirmative? 

3) sous l’hypothèse d'existence et de non-unicité de ces comman- 
des, comment en choisir celle qui soit optimale dans tel ou tel sens? 

Mettons en évidence dans (5.3) les termes linéaires en yet v. Ona 


dyldt = A(t)y+B()v+H(, y, v), (5.5) 
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avec À (t), B (t) des matrices continues, réelles, définies pour t > 0, 
d'éléments bornés 

IH, y, VI L(Iy1 +1 vID*, (5.6) 


a = const > 0, L = const. 
Supposons qu'avec la commande 


v=C(t)z, (5.7) 
la solution nulle du système 
dzldt = A (t)z+B{t)v (5.8) 


présente la stabilité asymptotique au sens de Ljapunov et que toute 
solution de (5.8) vérifie les inégalités 


[zo!æse-dite-10) EI] 2 (8) 1] La: |] 0 || etat 10), (5.9) 
11 existe alors, selon le Théorème 3.3, deux formes quadratiques 
V (z, t)et W (z, t) telles que 
allzIPEV (z, 1) <cllzIP, 
— dil|zIÈSW (2, 1) << —d|1z1F, 
a;, by, Cis di i — 1, 2, étant des constantes positives, et on a 


dVidt = W en vertu du système (5.8) pour v = C (t) z. Exprimons 
la’ dérivée totale de V à partir de (5.5), il vient 


On vérifie sans peine que 
5 LH, (y, CHy|<AITI 
A y, » ÿ, NI< y ’ 
s=i 


où À = const > 0. 


Ainsi, : 
dVildt = W, (5.10) 
en vertu de (5.5) pour la commande 
v = C'(£) y, (5.11) 


W, étant une fonction définie négative pour || y|| suffisamment 
petit. Par suite de l’estimation (5.6), on a 


Wi < I YIP (—ds + ll y1l). (5.12) 
Il en résulte la stabilité asymptotique de la position d'équilibre 
y = 0 du système non linéaire (5.5). 
Ainsi, on a le 
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$ 3. Stabilité au sens de Ljijapunov 
des solutions nominales 


49 Soit le système d'équations différentielles ordinaires 
dx . 
7 =f(x, t), (3.1) 


avec x un vecteur et f (x, t) une fonction vectorielle de dimension n, 
et soit une solution de cette équation 


x = X (t), (3.2) 


définie pour t = 0. Nous appellerons mouvement (ou solution) non 
perturbé ou nominal cette solution et mouvement (ou solution) perturbé 
tout autre solution. 


DeriniTiox 3.1. La solution non perturbée x = x (t) est dite 
stable au sens de Ljapunov si, quels que soient th = 0 ete>0, on 


trouve un nombre à (e, to) > 0 tel que, quand || Xo — Xoll < Ô (£, to), 
on ait [|x(£t, xo, to) — X (t)| Le pour t >to, avec x (t, xs, to) 
la solution perturbée qui passe par x, au temps t = t,, i.e. 

x (f, Xo, to) = Xo et X (to) = Xo. 


DeriNirTioN 3.2. La solution non perturbée est dite asymptoti- 
quement stable au sens de Ljapunov si 1) elle est stable au sens de Ljapu- 
nov et 2) la quantité 6 (t,, e), e >> O quelconque, peut être choisie de 
façon que : 

(x (8, Xo, to) —x > 0. 


= 


LA 
On entend par norme Ixll= 1; D zi. 
ii 


Effectuons le changement de coordonnées dans la formule de 
départ : 


x (t) = y (t) + x (+), (3.3) 
y (t) étant la nouvelle fonction vectorielle à déterminer. On obtient 
d — — 
= L(Y+ x (E), 2) — 8 (x (1), 0). (3.4) 
Le système (3.4) admet pour solution (position d'équilibre) 
y = 0. (3.5) 


Acceptons-la en qualité de mouvement non perturbé. La défini- 
tion 3.1 devient dans ce cas: 


DeriNiTion 3.3. La solution triviale y = 0 est dite stable au 
sens de Ljapunov si, quels que soient t, 0 et e > 0, on trouve un 
6—0456 
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On décompose le vecteur A’b suivant b, Ab, ..., A7-1b, comme 
dans une base, ce développement étant de la forme 


A"b= — pyb— ph_,Ab— ...—p,4"T1b=— — Ÿ P.A""b ; 
le système (5.14) se récrit dé 
dai/dt = — p,z, + u, 
did =; = pDizuitss S—2, 3 sis (5.18) 
Posons z = r, et dérivons en définissant le second membre à partir 
de (5.18). Nous obtenons 


dzldt = drnldt = Zn) — Pitn = Tn1 — P12 
ou 
dzidt + p,z = zh. 
En dérivant encore n — 1 fois, on obtient pour z 


2 LE pa LH pnz=u. (5.19) 
Posons 
U = 200 + per D +. L Vnz. (5.20) 
On a alors 


29 Æ (Da — Va) 20 + (Pa — Ve) 22 +... + (Pn —VYn)2=0, 


et quels que soient les nombres À,, . .., À, (dans le cas des À com- 
plexes, on admet qu’il y en a de complexes conjugués), on représente 
les coefficients du polynôme en fonction de ses racines par les formu- 
les de Viète: 


Ya = Pa + > ss 
s=1 


Ye — Ps — 2 M, (5.21) 
À 


Yn = Pn —(—1)" A4, <.., Ân. 


Il reste à montrer que Y,, . .., Yr définissent de façon unique 
le jeu de nombres c;, . .., c, et donc u = c*y. 

Portons en effet dans (5.20) la valeur de z, . .., zt"-D en fonction 
de z,, ..., 2,3; on obtient u comme une forme linéaire en z,, ... 

RO 


= YsTs) (5.22) 
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d’où, compte tenu de x = S-ly, 


u— > CiYi — c°y, 
ie 
c.q.f.d. 


ConNs£QUENCE. Sè les vecteurs b, Ab, ...,A47—1b sont linéaire- 
ment indépendants, une ccrmmance de la forme u = c*y réalise la 
stabilité asymptotique Ge la soluticn y = 0. 


En démontrant le théorème, nous avons donné une méthode 
constructive de formation de la commande u, les gains c;, . .., Cn 
se définissant sous forme fermée en fonction des éléments de la 
matrice À et des composantes du vecteur b. 

3° La condition (5.15) du Théorème 5.2 est en général trop 
sévère. Voyons comment on construit un système de commande 
automatique qui garantit la stabilité asymptotique de la solution 
non perturbée si cette condition n'est pas vérifiée. 

Soient À, .-.., À, les valeurs propres de la matrice À. Supposons 
qu'il en existe À à partie réelle non négative. Par transformation 
linéaire non singulière des fonctions cherchées on ramène le système 
linéaire (5.14) à la forme 


dy./dt = A;y, + bu, dy,/dt = A_y, + bu, (5.23) 
avec A+, b,, y, de dimension k et A, b., y. de dimension nr — k. 
Parmi les valeurs propres À,, . .., À, de À. il y en a à partie réelle 


non négative, A_ ayant toutes ses valeurs propres à partie réelle 
négative. 


TH£OREME 5.3. Si les vecteurs b,, A+ b,, ..., A,""1b, sont 
linéairement indépendants, on rend la position d'équilibre y = 0 
asymptotiquement stable par le choix de la commande 

u = c*y. (5.24) 

DEMONSTRATION. [1 résulte de la démonstration du Théorème 5.2 
qu’on peut choisir, pour le premier groupe d'équations (5.23), une 
commande u = l'*y, telle que la solution nulle de ce système soit 
asymptotiquement stable. 

Considérons le système (5.23) tout entier pour la même commande. 
Sa matrice s'écrit 


A+; +b,r"*, 0 
= (re, a) 
et l'équation caractéristique est selon un théorème de Laplace 
det (D — AE) = det (44 + B.T* — ÀE,) det (4_ — AE,_;) = 0. 


D'où la négativité de la partie réelle de toutes les valeurs propres 
de la matrice ©. 


6 
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Ainsi, il y a stabilité asymptotique de la position d'équilibre 
y = (0. 
REMARQUE 1. En passant au système (5.14) la commande (5.24) 


subit une transformation linéaire. Il est clair que u = c*y rend 
e système (5.14) stable. 


REMARQUE 2. Le Théorème 5.3 comprend les conditions néces- 
saires et suffisantes de stabilisation du mouvement non perturbé 
en première approximation linéaire. 

Supposons les conditions de ce théorème non remplies, i.e. cer- 
tains des vecteurs 


by, A+b,, ..., 4% ‘b, (5.25) 


sont linéairement dépendants. 

Si L < k premiers vecteurs (5.25) sont linéairement indépendants, 
les 4 — L restants en sont des combinaisons linéaires. Complétons 
le système de Z vecteurs de façon qu'il en ait Æ et que le système 
entier soit linéairement indépendant: 


b,, Ayb,, ..., AU! b,, by, Dis, -.., Dre (5.26) 


Formons avec une matrice S et effectuons une substitution par 
la formule y, = Sz. Le premier groupe d’équations de (5.23) prend 
la forme 


00...0 —p; |}  ... «l, |] 1] 
10...0 EE À 0 
:_[00...1 —p [4 CR ne , 
CRETE 0 | ct cs 
MURS ES Of, 1 Ch, ni (0) 
ou 
1 
#4 : AE 5.27 
— Z - Ju. | 
. 0, C: s ) 
0 


On se place dans les deux cas suivants: 

4) certaines valeurs propres de la matrice C, sont à partie réelle 
positive; 

2) la matrice C, a toutes ses valeurs propres à partie réelle nulle. 
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Dans le premier cas, la solution non perturbée n'est stabilisée 
par aucune commande de la forme 


u = €c*y +o (| y ll), 
quel que soit le vecteur c; on a donc le 
THeoREME 5.4. Etant donnée une commande 
u = c*y (5.28) 


quelconque, si au moins une valeur propre de la matrice À + bc* 
est à partie réelle positive, la positicn d'écuilibre y = 0 du système 


dyldt = Ay + bu + H (t, y, u), (5.29) 
IH, y, u)I<L(Iyl+lul)#; L>0, a>0, 


n'acquiert pas la stabilité (asymptotique) au sens de Ljapunov par 
application d'une commande telle que 


Hull <Blylh B>0. 


DEMONSTRATION. Utilisons le théorème de Ljapunov sur l'insta- 
bilité (Théorème 3.2), i.e. déterminons V et W correspondantes. 

Bornons-nous au cas le plus simple et typique, celui d’une seule 
racine positive. On ramène alors les termes linéaires des équations 
différentielles (5.29) avec la ccmmande (5.28) à la forme 


dys/dt = uys, dyldt = AY, (5.30) 


OÙ] y* = (Ye, +, Un), À > 0. 
Considérons la fonction 


V = V; +. Va, 


où 


où 
V, = ÿi; B=h (Ye; .. Un). 
Supposons y #= 0} asymptotiquement stable au sens de Ljapunov 
et V, (y) définie négative. Alors 
dv, (yat = Wa (ÿ} 
exprimée à partir du second groupe d'équations du système (5.30) 
est définie positive. 
Calculons la dérivée totale dV/dt moyennant (5.30): 
dv 
7 = 2Myi+ Wish + Wi+uV—pv = 
= UV + (214) yi+(W:—uVi). 
Soit 24 > > 0. On a alors 
dVidt = pV + W, (5.31) 
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avec W (y) = (214 — u) yi + (W: — mV:) une fonction définie 
positive des y,, ..., 

Il est clair que V prend des valeurs positives dans un voisinage 
arbitrairement petit du point y = 0. 

On a donc, pour le système (5.30), toutes les conditions du théorè- 
me de Ljapunov sur l'instabilité. 

Passons au cas non linéaire. La dérivée totale dV/dt s'écrit à 
partir du système non linéaire ainsi transformé 


Le =uV+W+(grad V, H(t,y,c*y))=uV+Ws (5.32) 


On conçoit qu’il existe des constantes positives æ, a+, Ô telles 
que 


ll YF < W1 < all ylF 


si || y|| << 6, ce qui achève la démonstration. 

4° Dans le second cas où Re À; = 0 pour la matrice C., on 
arrive dans de nombreux problèmes à rendre la solution non pertur- 
bée stable (simplement ou asymptotiquement) au sens de Ljapunov. 
Ces cas sont dits critiques (douteux). 

Soit un système d'équations différentielles 


= Ay+bu+ © y, (5.33) 


Me22 


avec y‘ des formes homogènes de degré m en y,, ..., y, etu, ... 

., u,. Admettons que les coefficients des y‘ sont indépendants 
du temps, qu’on ne saurait choisir une commande u = c*y telle 
qu’elle rende la position d'équilibre asymptotiquement stable et 
que la matrice À + bc* ne possède pas de valeurs propres à partie 
réelle positive. Supposons que pour un certain c cette matrice a X 
valeurs propres nulles auxquelles correspondent des diviseurs élé- 
mentaires simples, les z — X valeurs propres restantes étant à partie 
réelle négative. 

Le système (5.33) se réduit alors pour u — c*+ à la forme 


dzs __y = 
= À. (x, Y) s= 1, 2, RS k, 


< (5.34) 
“dt = D puy; +: y), i=1,2,...,N, N=n—k, 
_ 
où | 
= DA, Yi= 5 Yi” (5.35) 


X9, Y{®” étant des formes homogènes de degré m des variables 
Lys + + Tho Yar + - +, YN à coefficients indépendants du temps t. 
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Les séries (5.35) convergent pour | x, |, s = 1, ..., k, et | y, |, 
i = 1, ..., N, suffisamment petits. Les valeurs propres À, ..., À; 
de la matrice P ={p,;} sont à partie réelle négative. 

Ljapunov a étudié le cas d’une ou deux racines nulles et donné 
les conditions sous lesquelles il y a stabilité, stabilité asymptotique 
et instabilité. 


UN PROBLÈME NON RESOLU. Enoncer les conditions de stabilité, 
de stabilité asymptotique et d’instabilité pour Æ racines nulles. 


Considérons le système d'équations sous forme matricielle 
Py+Y (x y) =0 (5.36) 
dont les premiers membres s’annulent pour 
Dn=t=... = =0, y=.M = y, =0 


et dont le déterminant fonctionnel relativement à y,, ..., yw 
ne possède pas cette propriété pour x, = 0 et y; = 0. En vertu du 
théorème connu des fonctions implicites, ces équations sont donc 


résolubles par rapport à y,, ..., y…x et admettent une solution 
déterminée de la forme 
yiX= U; (Zu est Th); L = L 2, ee 3 N, (5.37) 


avec u; (z1, ..., zx) des fonctions holomorphes des variables 
Lys +. Th, Qui s’annulent pour x, = (0. 

Portons la solution (5.37) dans les fonctions X, (x, y). 
X,(x, u (x)) sont alors des fonctions holomorphes des variables 
Zi, - +, Tr. Deux cas sont possibles: ou bien X,(x, u (x)) = 0 
quels que soient s, 1 < s < #, ou bien X, (x, u (x)) + 0 pour un 
certain S,. Ljapunov a qualifié de singulier le premier cas et de 
cénéral le second. 

Considérons le cas singulier et faisons 


Ts = Lo 
Yi=Yitu(z), s=1,...,k; i=1,..., N, (5.38) 
dans le système (5.34) qui s’écrit alors 


dt = ÀX, (x, y), 
Es N 
d _ EE — 
BE ES puis + Vi Ÿ), (5.39) 
j=1 


où les fonctions X,(x, y)—=X,(x, u(x)+y) et Yi(x, y) = 
h 


=Y;(x u (x) +y)—Y,; (x, u (x)) — > Fe X, (x, y) sont holomor- 


j=1 
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phes pour [xs |, | yi | suffisamment faibles et telles que leur déve- 
loppement suivant les puissances positives entières de z4, ..., 2, 
Yis +. Yn ne contienne pas de terme linéaire en ces quantités. 

Le système (5.39) possède une famille de positions d'équilibre 


Ze Ce Yi=0, s—=1,..., k; i—1, ...,N, (5.40) 


car X, (ce, 0) = X, (ce, u (ce) + 0) = 0 (cas singulier). Etudions le 
comportement des solutions dans le voisinage de ces positions d’é- 
quilibre et considérons à cette fin le système différentiel aux dérivées 
partielles” 


Nu UN : . __—— 
D _ ( D Pays + Yi »)) = À, (x, y). (5.41) 


Faisons la substitution z, = c, + z,, avec z, les nouvelles fonctions 
inconnues et c;, s = À, ..., k, des constantes arbitraires suffisam- 
ment petites. Le système (5.41) devient 


N N 


N . 
D (Dr ou+T)= Ze o+Es (5.42) 
{= Je: j=1 


qui coïncide entièrement avec (5.41) pour || c|| = 0. 
Selon un théorème auxiliaire de Ljapunov, on trouve, pour 


I] ei < Co» le système de fonctions holomorphes des variables y,, . .. 
., YN 


2e — 24 (Yis ces YNs Cis os Ch), (5.43) 
qui vérifient (5.42) et s’annulent quand = ...=yn = 0, ie. 
2 (Onsrss 0 Ces CG) =0, Si, sk 

Chacune de ces fonctions jouit également de la propriété 
Zn (Yis-ees Ya Oseee, 0) = 0. 
Avec les fonctions inconnues initiales on a 
La Css (Ya cos Ynn Cas ces CN), S—1,..., k. (5.44) 


Etant données les propriétés de z,, ce système est résoluble en c;, ... 
.., CR de sorte que 


C=2Z, +9, (4, Re Us, CRC Yn), S = 4, .., k. (5.45) 
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Posons ici z, = x,, Yi = y: — ui (x), il vient le système d’intégrales 
holomorphes indépendantes de t pour (5.34) 


Cas = La + Pa (Zi eee) Ths Yi — Ui (x), ee. UN — UN (x)), 
= ls css, (5.46) 


On utilise ces intégrales pour abaisser l’ordre du système de 
départ. Utilisons (5.44) pour éliminer 7, dans le second groupe 
d' tation (5.39). Nous aboutissons au système pour déterminer 
Yi, rl. .. N, 

dy nu 
+ ei Pas (©) ys+ Ÿ1 (y, co). '5.47) 
j=1 
Sa solution nulle est asymptotiquement stable au sens de LAS 
la stabilité étant uniforme par rapport aux paramètres c,,s = 1, 


, k, i.e. on associe à tout & > 0 un ôf> 0 tel que, quels que 
soient le, | suffisamment petits, on ait 


y, ll<e Vi>t quand Ilivll< 6 
et 
Iy()1+0 quand t-» 00. 


à 


Trouvons, en effet, à partir de (5.47) une forme quadratique 


définie positive en y1, ..., y pour || e|| = U. Comme P (ec) k0= 
= P, il existe V et W tels que dV/dt = W par suite de (5.47) pour 
I e 1] = 0. Ecrivons dV/dt à partir de (5.47), il vient 


— =W + (grad V, (P(e)—P (0) y)) + (grad V, Y (y, ce) =W4. 
(5.48) 


En choisissant | c, | << c, on obtient W, définie négative quel que 
soit c,. Le Théorème 3.4 du $ 3 entraîne l'affirmation énoncée 
pour y) 

En portant y (t) dans (5.44), on obtient x (t) — 0 pour t + o, 
donc y ({)— u (c,, . .., C1) avec t tendant vers +oo. 

S'agissant du cas singulier, la solution nulle du système (5.34) 
est donc stable. 

Pour z!°’ et RE 1, ::5 Li 1 , N, suffisamment 
petits, on définit à partir de (5.45) un système unique de c?, s = 
= À , k. Si ces quantités sont suffisamment petites, toute solu- 
tion de (5. 39) est telle que 


z, (#) > C; , 


y(—0 pour t—+ 00, 
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aussi y ({) — u (c°). Si « = 0, alors u (0) = 0. La solution nulle 
présente donc la stabilité asymptotique conditionnelle vu que x 
ne sont pas définis de façon quelconque mais à l’aide des intégrales 
(5.46) pour c9 = 0. 

Abordons le cas général où 


Au 2e Th d'O),.:53 4 D) = 0 
et posons y—0 dans X,(x, y), Y:(x, y) définies dans (5.39). 
Il vient 
Xi (x)=X, (x, 0)=X, (x u(x) = D X°, 
né (5.49) 
O7 E 0= Dr, 


avec u et v le plus bas degré des formes homogénes en z,, ..., 2, 
qui sont en fait les premiers termes du développement des fonctions 


X® et Ÿ?” respectivement. 


La forme des Ÿ, (x, y) entraîne v>u +1. 

Notons que dans le cas général il peut y avoir stabilité, stabilité 
asymptotique et instabilité si bien qu’on est souvent ramené 
à considérer la propriété de stabilité de la solution nulle du système 
différentiel avec des seconds membres homogènes: 


= —XM  s=1,..., k (5.50) 


DériniTIoN 5.1. Une fonction f(x, ..., zx) définie ldans R* 
est dite homogène d'ordre pu si l’on a 


(CDs ss Cu) = HF (ET, 22, Ti), 
cette fonction étant positivement homogène pour c > (. 
On sait du cours d'analyse que f(x) € C! vérifie l’équation 
d’Euler 
DE a =uf (x). (5.51) 


Le système (5.50) admet # solution triviale x = 0. Si x(t, x.) est 
une courbe intégrale de ce système, alors il en est également de 


x—cxX(cM-1t, x), (5.51) 
et 


x (ch- 11, xo) =X (1, CXp)e (5.52) 
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En effet, le calcul d’une dérivée de (5.51) par rapport à { donne 


Mi = 
De LC Ex) ut = xt) (z (ch— if, Xo)) — 
= XW (ex (ch- 14, xo)), 


ie. dx/dt = X% (»). 

L'égalité (5.52) a lieu pour t = 0 et, vu l’unicité de la solution 
de (5.50), on l’a pour t = 0. 

Ainsi, la famille de courbes intégrales (5.51) remplit une surface 


conique de sommet le point x = 0 et de directrice la courbe intégrale 
x(t) = x(t, xo)- 


T asoremMe 5.5. La solution nulle du système (5.50) ne peut pas 
être asymptotiquement stable pour u pair. 


D EMONSTRATION. Supposons par l’absurde la solution nulle x — 
= 0 asymptotiquement stable. Il existe alors une courbe intégrale 


x (é, xs) du système (5.50) telle que x (t, xs) — 0 avec t. 

Considérons la courbe intégrale x (t, —x,). Pour c = — 1ona, 
à partir de (5.52), x (é, —xo) = —x (—t, xo), d'où x (ft, —xos) —+ 0 
quand { > —0co : contradiction avec la stabilité asymptotique de la 
solution nulle de (5.50). 


Tueoreme 5.6. Pour que la solution nulle du système (5.50) 
soit asymptotiquement stable, il faut et il suffit qu’il existe deux fonctions 
V (x) et W (x) remplissant les conditions suivantes : 

1) V (x) et W (x) sont définies positives; 

2) W (x) est positivement homogène d'ordre m et V (x) positivement 
homogène d'ordre m +1 —u; 


3) DE 20) 
oil 
sv as = (m+1—p) V. (5.53) 
ii 


La dernière équation admet toujours une solution de sorte que 
V (x) se définit en fonction de x et W. 


THEOREME 5.7. S'il y a stabilité asymptotique de la solution 
nulle du système de k équations (5.50), il en est également de celle du 
système de n équations (5.31). 

Les seconds _ membres du système (5.50) sont des formes homogènes 
de degré y en z,, ..., x, et des formes premières figurant dans le 
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développement des fonctions 
as (x)= 2, (x, 0) = 2, (x, u (x)). 

DemonsTRATION. Effectuons plusieurs transformations sur le 
système initial, qui ne changent pas le problème de stabilité. La 
substitution (5.38) amène aux équations (5.39). 

Posons dans ce système 

Ta = La Ps (Mu co) Nnh S=4,..., k; 

Y=nn 1, ...sN, (5.54) 
avec Z, = Ps (Us - - , Yn) des fonctions holomorphes, solution 
de (5.41), dont l'existence résulte d’un théorème auxiliaire de Ljapu- 


nov, et 
ps (0, 0, ..., 0) = 0, S— 1, ::.. 4: 


Par substitution (5.54) le système (5.39) devient 
déldt=F(R,n), dwyd=Pn+6G (6, n), (5.55) 


où F(6,n)=X(6+p, n)—2X(p,n), G(, n) = Y (+, n). 
Il est clair que F(£,n)k-0=0. On a avec la substitution 


citée : 
FO (6)=F, (610) = ZX, (6, 0) = ZX (6) =X, (6, u (£)); 
GC (4)=6G;: (6, D =Y;, (6, 0) = SR). 


Posons 


FE, n=F° @) + FO, 


G@, n) = G$” @)+ D cf, 


avec F{”, G{ des formes’ homogènes de degré l'en &, -.., C 
à coefficients analytiques en Mur Mas - + NN qui s’annulent quand 
M = M =... = y = 0. Notons que 


6 (n) = G; (0m) = Y (p (n), n} 


ne renferme pas de termes linéaires en les variables n,, M2, - + ., Mn. 
Notre but immédiat est d’effectuer sur (5.55) une transformation 
qui donne 


duldt=F(G, mn), da=Pn+G (, n). (5-56) 
Ki FE, = Fo @+ 2 F0,:GŒ m6 @4+ GP et les 


fonctions F® et G sont des formes homogènes de degré ! en 
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E Se à coefficients analytiques en M4, AS Nv qui s’annulent 
pour = sy =0: 

Procédons dans (5.55) à une substitution par les formules 


Gs = + > am, s=1, ...,k, m=m i=1,..., N, (5.57) 
Me 


1 étant des formes homogènes de degré m en &,, ..., Cr à coeffi- 
cients inconnus analytiques en "1, ..., nv. En d'autres termes, 
on demande de montrer que ces coefficients peuvent être choisis 
de façon que la substitution (5.57) dans le système (5.55) conduise 
aux équations (5.56). 

Effectuons cette substitution, il vient 


CCS) 2 dog mass is (S m+6) - = F;, 
i=i Mi Mami i=1 
(5.58) 


_ N 
d Te. ° 

= D pis + Gi. (5.59) 

j=1 
F$ et G; désignent le résultat de la substitution de £, et n, dans F, 
et G; d’après (5.57). Egalons dans les deux membres de (5.58) les 
formes dépourvies de d£,/dt mais de même degré par rapport aux 
quantités Gi, ..., 6. Moyennant le système d'équations ainsi 
obtenu, on définit successivement les coefficients de ces formes. 

En effet, on pose pour m = 1 


R 
Lo 2 “ei (ns, -.., Na) Gho 


et'isoit F0” (E) = : fat (Mas © + + N nv) Gus fai étant des fonctions 
de en  . .., y Connues qui s’annulent pour n, — ... 
.. =ny =0 (voir système (5.55)). h : 
En égalant dans (5.58) les formes de degré 1 en &,, ..., GC, 
on trouve le système d'équations aux dérivées partielles pour détermi- 


ner les er Kai Ou mn): 


> = | > Pins + GE” G) |= s (tn Ons) fois (5.60) 
nt | j=i i=1 


h=1, ..., k; s—1, ...,k, 


avec 0, le"symbole de Kronecker. 
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Le système (5.60) définit l’unique famille de X fonctions holo- 
morphes %,» (M1, -: -., M») S’annulant pour m=...—1n = 0, 
ce qui résulte de suite d’un théorème auxiliaire de Ljapunov. 

En poursuivant dans cette voie, on définit de façon unique les 
coefficients de toutes les formes am(E), mu — 1, comme étant 
des fonctions holomorphes en 1,, - .-., n qui s’annulent pour 1, = 
= ...— 1x = 0. Portons dans le second membre de _(5.58) tous 
les termes contenant des formes de degré p en a .., Cr et notons 


Fou) (&) la forme de degré u en ci RE Le ainsi obtenue. Il est 
évident qu’on peut choisir 1 coefficients des a!” sous forme de 


fonctions holomorphes s’annulant pour n =...—"n = 0 de 
sorte que ceux des Fu) (©), s — 1, ..., k, soient des fonctions 
analytiques des 1, -.., nn données à l'avance qui s’annulent 
quand mM=...—=1Nn = 0. 
Résolvons (5.58) par rapport aux d£,/dt, il vient 
EF, (6, n = F0 © + > Fo. (5.61) 
la 


On vérifie sans peine qu’on peut choisir les coefficients des fonctions 
Fu) (T) de façon que FM = 0. 

On a donc montré que par une substitution de la forme (5.57) 
le système (5.55) devient (5.56). 

Passons à la démonstration proprement dite. Toutes les transfor- 
mations réduisant le système initial à la forme (5.56) n’ont aucune 
incidence sur la stabilité. 

Notons 


FO(G=E# (+ 2 E7. 
Tæp+1 
Comme la solution nulle du système 
dt _ 
SE (5.62) 


est asymptotiquement stable par hypothèse, il existe deux fonctions 
homogènes V (€) et W (£) possédant les propriétés énoncées dans 
le théorème précédent. 

Prenons V, (n) comme une forme quadratique définie positive 
vérifiant l’équation 


‘ 
> 210 ( S pu )= — 


FA 
S | 


Lu i={ 
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ce qui est possible vu la négativité des racines réelles de 
det|P—AE | =0. 
On prend comme fonction de Ljapunov 


Va (6, n)=V (6) +: (n), (5.63) 
dont la dérivée totale s’écrit à partir du système (5.56) : 
k N _— N 
dVo VW >= = — oV os e: =: 
=D FE D+ > [D Puni+ GE |, 
s= 1 j=1 i=1 


d’où 


N œ co 
Me WE D nèt+ gran | S Er E+ > Fo]+ 
i=1 r=u+i l=p+1 
+ (grad y" [ X GO +]. (5.64) 
=1 


Pour |&,1 et [nsl, s—1, ..., k; j—1, ..., N, suffisamment 
petits, on a 


.. © co R 
Gray) D en @+ Z Foi<a DIE" (5.65) 
r=p+i lm=p+1 ss! 


parce que 0V/6€, sont des fonctions homogènes d’ordre m — pu. 
La deuxième somme dans (5.64) vaut au plus 


k N N k 
BAIL 2 Imi+ Zn 218. (5-66) 
Posons m = u + 1, il vient, compte tenu de v > u + 1, 


dV.ldt= W (6, 1), 


où W (6, n) est définie négative vu que le voisinage du point &, = 0, 
1; = Vest suffisamment restreint, ce qui signifie la stabilité asympto- 
tique de la solution nulle de (5.56) et démontre du même coup le 
théorème. 

5° Si la matrice À + be* possède Æ paires de racines purement 
imaginaires et s’il correspond à ces racines des diviseurs élémentaires 
simples et nr — 2k racines à partie réelle négative, le système (5.33) 
prend la forme 


dz,ldt = —À,ys EX: (x, VA z), 
dyldt=Az,+Y,(x,y,2), s—=1,...,k, (5.67) 
dzldt = Pz+Z(x, y, 2). 
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Ici X, et Ÿ, présentent la propriété suivante : 
Xe y2so=D Vimy2lso=0 s=1, ..., k. 


On cherche une solution de la forme 


Z, = cos O ce, + DEP 2230 Ch 2 cx) |» 
ye=sin0,[c,+ À ri (8, ...,0,,c,...,c)], (5.68) 


© 

= \1 
2j = 2 25 (64, 3 0, Cts 7) Ch). 

m= 


Les fonctions 2% et Z®® sont des formes homogènes de degré "”t 
en Cy, - - «+» Cx à Coefficients périodiques par rapport à 6,, ..., 64 
à déterminer. Les fonctions 6,, . . ., 0, satisfont à l’équation 


dB,/dt = À, +6, 
obtenue de (5.67) en introduisant les coordonnées polaires 
z,=r,c050,, y,=r,sin0.. 


Sous certaines hypothèses restrictives, on démontre les théorèmes 
suivants. 


Tasoreme! 5.8 [6]. Si le système (5.67) admet une famille de 
solutions bornées (5.68), La solution nulle de (5.33) est stable. Les courbes 
intégrales figurant dans (5.68; sont ou bien périodiques, ou bien presque 
périodiques selon le choix des constantes arbitraires. 


TH£goremME 5.9 [6]. Pour que le système (5.67) ait une famille de 
solutions bornées (5.68), il faut et il suffit qu'il existe k intégrales 
holomorphes d'une certaine forme. 


Un problème se pose alors : déterminer une commande de stabili- 
sation u — c*x telle que le système non linéaire (5.33) ait son équi- 
libre x = 0 stable ou asymptotiquement stable. Il faut en donner 
une technique effective dans des cas douteux. 


$ 6. Régulateurs digitaux 


Avec les calculateurs numériques, on a affaire au mode de régula- 
tion discret, i.e. par une commande constante par morceaux, fonction 
des variables d’état de l’objet qu'on considère à des instants discrets. 

Supposons que le système d’équations donnant les écarts est 
de la forme 

dyldt = Ay + bu, (6.1) 
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u — > Cyi(kh) pour +#E[Xh, (k+1)kh], (6.2) 
i=1 


k >> 0 étant une constante, 4 = 0, 1, . .., y (0) les données initiales 
du système (6.1) qui caractérisent l’écart initial par rapport au 
mouvement nominal. 


En prenant l'intervalle [0, }] on a 
dyldt = Ay + bec*y (0) 


avec la condition initiale y(t)| = = y (0). Pour tE [h, 2h], le systè- 
me (6.1) devient‘ 


dyldt = Ay +be*y (), y (hr = y (). 


Par intégration sur les intervalles successifs [kh, (k + 1) Al], 
: = 0, 1, 2, .-.., on obtient donc une courbe intégrale. Une 
question se pose : quels doivent être les gains c,, . .., c, et le pas 
de discrétisation À pour que la solution non perturbée du système 
de départ soit asymptotiquement stable? 


TaéortME 6.1. Si les vecteurs b, Ab, ..., Ar-'b sont linéaire- 
ment indépendants, il existe des gains c* = (c;, ..., c,) et un pas 
de discrétisation h tels qu’il y ait stabilité asymptotique de la solution 
nulle du système (6.1). 

On associe de plus à toute commande continue u = c*y(t) qui 
stabilise la solution nulle, un nombre h, >> 0 tel que, quel que soit 
h << ho, La commande discrète 


u = c*y(kh), tE[kh, (k +DRh], k = 0, 1, 2, ... 
jouisse de la même propriété vis-à-vis de cette solution. 
DemonsrTraTIoN. Choisissons ce de façon que la matrice À + bc* 


ait ses valeurs propres à partie réelle négative. Construisons une 
forme quadratique V (y) vérifiant l'équation 


n av ñn ñn ; 
> TS D (as +bicy)y;s= — Ÿ yi, 
i=1 j=i i=1 

V (y) étant définie positive. Trouvons sa dérivée totale à partir 
de (6.1) pour la commande (6.2). On a 

dv 

= (grad V)* (Ay+ bu) = —y*y + (grad V)* be*[y(kk)—y(#)]. (6.3) 
Introduisons un vecteur z (t) = y (t) — y (kh),t E[kh, (k + 1) h], 
k = 0. 1, 2, ..., et évaluons sa norme. On a à partir de (6.1) 


2 Az+ (Abe) y(Hk), z(Hh)=0, k—0, 1, 2, ... (6.4) 
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Muiltiplions les deux membres scalairement par z* (t), il vient 
+ dZ 1 d(z*z) z (A+ À®) z° 


Ds = 5 +2 (A +be°) y (kh). (6.5) 
Passons aux normes et . I zIl = 5: 
Æ LA pu] y (EX) I, (6.6) 
avec 0<1=| AA =|| A+ be* ||. 
Multiplions (6.6) par e-Àt et intégrons entre Xh et t, il vient 
G (4) SE y (Eh) |] Lett-2n) — 1] (6.7) 
pour tE[kR, (4 +1) hk], d’où 
EE) EI y (Eh) |] Le — 1] (6.8) 
ou 
GE <chll y (kh)I, EE Lkh, (k +1)R), k = 0, 1, 2, ..., (6.9) 


C1 étant une constante positive indépendante de À pour k << M, 
h > 0 


Posons V = p?, p = const, et considérons le rapport = y*y. 


Il est clair qu’il existe des constantes positives a, et a, qui vérifient 
l'inégalité 


D'où 
DP° < Y*Y < Ap°. (6.10) 


Les fonctions 0V/0y,, i = 1, 2, ..., étant des formes linéaires 
en y, On a 


avec b, > 0, i = 1, 2, ..., nr, ou 
(2 | <be. b> 0. (6.11) 


Notons c, la norme de la matrice be*. A condition de tenir compte 
de (6.9)-(6.11), on tire facilement de (6.3) 


dp (t)/dt < — hp (?) + php (KR), (6.12) 


où 


ai 


M=>0, ptVae 


D > 0. 
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On intègre (6.12) pour p (4h) supposé donné: 
Hih Hik \ ac 
p@)<p (En) [SE + (41H) encre | 
En posant t = (k -+-1)h, on a 
Hi Mih \ 
p (+112) (| SE +(1— HS era], (6.13) 


Pour hk(h<< h.) suffisamment petit, _. + ( | — 1) e—Mh est évalué 


comme suit : 
0 <t (1—e-Mh) + e-Mh SA — œh, 


où « >> 0 est indépendant de h << h. 
Ainsi, on a la relation de récurrence 


p ((& +1) k) < p (%h) (1 — ah) (6.14) 


p (G& +1) h) < (À — ah)*+" p (0). (6.15) 


Les inégalités (6.15) et (6.10) entraînent y (4h) —- 0 pour 4 —+ + oo. 
Donc, y (t)—> 0 pour t—> +o car 


y GNT y RIT + y (6) — y GRIS y (h)Il + 


+ Ah] y Gh)ll = (1 + ch)|l y (%h)IL (6.16) 
Nous avons donc montré qu’avec la commande choisie toutes les 
trajectoires aboutissent dans un voisinage de zéro. 
Quel que soit £ >> 0, on trouve 6 (e) >> 0 tel que, quand || y (0)|k< 
< 6, on ait || y (t)I| << e pour tous les t > 0. 
En effet, en vertu des inégalités (6. 10), (6.15), (6.16), on a, quel 
que soit h< h, = min (A, ho), 


y CO IISV/ 2 (4 + ch) (A — ah)" || y (0) 1ISceslly (0) 11, (6.17) 
Cs= V a (1+ciho) Le (1—œho)?, 
+00 
d’où || y ()| << €, t > 0, pour Ô (£) = e/cs et || y (0) < 6. 


Les affirmations ci-dessus se trouvent donc complètement dé- 
montrées. 


ou 


ou 


REMARQUE 4. On démontre que dans la condition du Théorè- 
me 6.1 et pour presque tous les h > 0 le vecteur c peut être tel 
qu'avec la commande 


u = c*y(kh) pour t ELkh, (k +1)h], k = 0, 1, 2, ..., 
la solution y = 0 du système (6.1) soit asymptotiquement stable 
au sens de Ljapunov. | 
7e 
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En effet, on a par intégration de (6.1) sur l’intervalle kh << 1 < 
< (k +1)hk pour la commande (6.2) et la condition initiale 
Y (&) linn —=.Y (4h): 


Y(G +1)h) =TE + H (4 + be*)] y (kh), (6.18) 
ou 
h 


D Armani 
H e dx À m0 


L'avant-dernière égalité implique y (f) 0 quand t —> + oo 
à condition de choisir les racines de la matrice E + H (A + bc*) 
de façon qu'elles se situent à l’intérieur du cercle unité centré 
à l'origine. 

Posons P — eh et considérons le système différentiel 


z = Pz + Hbu. (6.19) 


Avec (Hb, PHb, ..., Pr-lHb) ou H et (b, Pb, ..., Pr-1b) 
non singulières, on obtient par un choix judicieux de la commande 
u —= c*z que la matrice P + Hbe* ait des valeurs propres données 
à l'avance quelconques, en particulier des valeurs dans le cercle 
unité de centre le point À — 0 du plan complexe. On a det H Æ 0 
quels que soient k>>0. Il y a indépendance linéaire des vecteurs b, 
Pb, ..., Pr-1b pour tous les h > 0 si la matrice À n’a pas de va- 
leurs propres imaginaires pures. Dans le cas contraire, ils ne possé- 
dent cette propriété que pour k non multiples de 2x1/œ;, iw, étant 
les valeurs propres de ee 


Dans leicas k = — T k,k=1, 2, ,la matrice P + HBEC* 


possède nécessairement , valeurs propres A module égal à l'unité. 
La solution y = 0 n’est alors rendue que simplement stable au sens 
de Ljapunov, ce qui se démontre facilement par réduction de À à la 
forme de Jordan. 

Le résultat reste valable pour des systèmes de la forme (6.1) 
qu’on stabilise par la commande u = Cz, C étant une matrice r X r. 


REMARQUE 2. On aboutit à un résultat analogue pour une com- 
mande de la forme 


nr | 
u@= 2 à cuur (E— 1) R), tEkh, (k+1)h], ki, (6.20) 


i.e. u est une combinaison linéaire de variables d’état de l’objet 
commandé qu’on calcule à divers instants. 

Tel est en particulier le cas de régulateurs qui utilisent les mesu- 
res successives faites sur les coordonnées de l’objet. On reçoit par 
exemple le signal y, (h), puis y. (2h), et ainsi de suite. 
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Certains appareils de mesure fournissent des signaux de sortie 
avec pas de discrétisation ou retard. Soit »,, . .., h, divers inter- 
valles de discrétisation de signaux de sortie et t,, . .., T, les retards 
propres à ces appareils de mesure. 

Une question se pose de choisir des gains tels que la solution non 
perturbée du système initial soit asymptotiquement stable, i.e. 
on pose 


l [m 8 
u= À à 2 CiynY (ki —j) hi —v») pour +E[kh, (k+1) À]. 


En choisissant c;;, de façon convenable, le re (6.1) devient 
asymptotiquement stable pour tous les h,, ..., h, et T, ..., T, 
suffisamment faibles. 

Deux problèmes sont alors à considérer : 1) la stabilisation discrè- 
te pour les systèmes instationnaires, 2) la stabilisation discrète du 
point de vue des équations aux différences finies. 

Le système différentiel: 


dx/dt — 
peut être remplacé par le système aux différences finies 
X((& +1)k) = x (kh) + RkPx (kh) = (E + Ph) x (kh) 


dont la solution peut être rendue aussi voisine qu’on le veut de celle 
du système initial par un bon choix de k. 
La forme générale d’un système aux différences finies est 


y (& +1) k) = A;y (kh) + Abu, 


avec la commande z choisie comme combinaison linéaire du vecteur 
y (%h) ou de y ((k — j) h). 


$ 7. Stabilisation des solutions nominales 
par plus ou moins 


1° Commençons par un exemple simple, à savoir le système 
d'équations différentielles du deuxième ordre 


dildt = z2— y +az (rs + y?), 
dyldt = x +y + ay (à + y°) 


et soit z = 0, y = 0 sa solution. Afin d'en étudier la stabilité pre- 
nons comme fonction de Ljapunov 


V=n +y. (7.2) 


(7.1) 


On a alors 
dVidt = 2x (x — y) + 2y (x + y) = 2V 
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par suite de l’approximation linéaire de (7.1). On est dans les condi- 
tions du théorème d'instabilité, et toutes les courbes intégrales 
de (7.1) s’éloignent de l’origine. 

Posons a = —1/r*. Alors 


LP =" (7.3) 


est une intégrale du système (7.1). La dérivée totale de V (zx, y) 
s'exprime à partir de (7.1): 


dVidt = 2V (4 + aV) = 2V (1 — V/r); (7.4) 


elle est négative pour V >> r°. Toutes les trajectoires extérieures 
à la circonférence (7.3) s'en approchent donc, et toutes les trajectoires 
qui lui sont intérieures s’éloignent de l’origine. Cette courbe (la 
circonférence) est un cycle limite stable. 

Soit r un nombre suffisamment petit, r  &. Il est clair que toutes 
les courbes intégrales tombent dans le e-voisinage de zéro. Ce phéno- 
mène se rencontre souvent dans la stabilisation du mouvement 
nominal : cette solution est instable au sens de Ljapunov, mais toutes 
les courbes intégrales tendent vers son voisinage suffisamment 
restreint. 

29 Soit le système d’équations différentielles 


dy 

SH = $(y (7.5) 
qui possède par hypothèse une solution périodique 

y = (1) (7.6) 


de période 7. Notons M la courbe intégrale correspondante dans 


l’espace de phase. On entend par distance entre le point y et l’en- 
semble M 


p(y, M)=inf | y—x||, 
xEM 


où ||z||=V/z°z. 


DeriniTion 7.1. Un mouvement périodique y — œ (t) s'appelle 
auto-oscillation périodique si, quel que soit e > 0, on trouve Ô = 
— Ô (e) > Otel que, étant donné P\{Yo; M) < ô, onap(y (£, Yo); M) < 
< e pour tous les t => et p(y(t, yo), M) ——0 pour t—+ + oo. 

Ici y ({, yo) est la solution de (7.5) qui traverse y, au temps t = 


DerinrtioN 7.2. On ‘it que le mouvement périodique y =  (t) 
possède la stabilité orbitaire si, quel que soit & > 0, on trouve ô > 0 
tel que p (Yos M) << 6 entraîne p (y (t, yo), M) << e pour n'importe 
quel t > 0. En outre, q (t) présente La stabilité asymptotique orbitaire 
si Ô (e) choisi garantit de plus p (y (t, yo), M) > 0 pour t—+ + co. 


$ 1] STABILISATION DES SOLUTIONS NOMINALES PAR PLUS OU MOINS 103 


Une auto-oscillation est maintenant susceptible d’une autre 
définition. 


DériNITION 7.3. Un mouvement périodique s'appelle une aüto- 
oscillation périodique s'il possède la stabilité asymptotique orbitaire. 


La notion de stabilité orbitaire a un sens géométrique évident : 
tous les mouvements issus à un instant initial d'un voisinage suffi- 
samment petit de M demeurent pour t > 0 infiniment voisins de M. 
La vitesse du point représentatif variant d’une trajectoire à l’autre, 
on a la stabilité orbitaire même s’il y a instabilité au sens de Ljapu- 
nov, et la stabilité au sens de Ljapunov implique la stabilité orbi- 
taire de la demi-trajectoire positive y (£, yo). 

L'ensemble invariant M est formé, on le sait, avec les trajectoires 
entières du système (7.5). On identifie naturellement M borné à un 
ensemble de mouvements oscillatoires effectués par ce système. Nous 
supposerons M ayant plus d’un point. 


DériniTion 7.4. Un ensemble invariant, borné, fermé M constitue 
une oscillation stable du système (7.5) s’il existe > 0 et Ô — 


— Ô (£) > 0 tels que, quand p (yo, M) << 6, on ait p (y (t, Yo), M) < 
<'e pour t>0 


Il en résulte qu’une oscillation stable peut être un mouvement 
périodique, presque périodique, récurrent, ainsi que toute solution 
bornée pour { E (—oo, +o). 

Expliquons-nous. Isolons de M un ensemble non vide 4% qui 
soit invariant, fermé et borné par suite du caractère borné de M 
et qui ne contienne aucun sous-ensemble propre possédant les mêmes 
propriétés. Il se trouve, selon un théorème de Birkhoff, que tous les 
mouvements €EM® sont récurrents. Si M est une oscillation stable 
de (7. DE alors M® constitue une oscillation stable stationnaire de 
ce système. 

On décrit les oscillations stationnaires par les seules fonctions 
qui reviennent d’une façon régulière dans un voisinage des valeurs 
qu'elles ont déjà parcourues. 


DEFINITION 7.5 (D'UNE FONCTION PRESQUE PÉRIODIQUE) Une fonc- 
tion réelle continue @ (t), t E (—oo, + oo), est dite presque périodique 
si l'on associe à tout e > O un nombre L (e) tel que tout intervalle 
{æ, æ + L(e)l, œ E (—oo, Lo), contienne au moins un nombre 
T (e) (la presque-période de œ (t)) tel que pour tous les t E (—oc0, +oco) 
on ait |®(t +Tt)—m(t) |<e. 


DEFINITION 7.6 (D'UNE FONCTION RÉCURRENTE). La fonction  (t) 
est dite récurrente au sens de Birkhoff s'il existe dans la Définition 7.5 
un nombre t = 7T(e) dépendant de t. 
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Une superposition d’oscillations de la forme a, cos Art, 
b, sin Ant, k = 0, 1, ..., n, avec À, = 0, az, bz, À, des nombres 
réels, fournit une oscillation résultante de la forme 


n 
Pa (t) = à (az cos Apt + b, sin Ant}e (7.7) 

Avec À, ..., À, commensurables deux à deux, les oscillations 
élémentaires possèdent toutes la période w, et la fonction (7.7) 
s'avère donc w-périodique. 

En présence de l’incommensurabilité de certains À, . . ., Àn, 
on obtient une oscillation presque périodique. En considérant toutes 
les limites uniformes en t € (—c, oo) de toutes les suites de la 
forme (7.7) on trouve toutes les fonctions presque périodiques. 

Contrairement à la théorie des fonctions presque périodiques, 
la théorie des fonctions récurrentes reste un champ à explorer encore 
que le mouvement récurrent constitue le cas le plus général d’un 
régime stationnaire oscillatoire. 


D&ériniTioN 7.7. Nous dirons que la courbe intégrale y (t, Yo) 
tend vers une oscillation stable s’il existe un nombre T > 0 tel que 
P(Y(T, Yo), M) <6 et qu'alors p(y(t, Yo), M) <e pour tout 
t> T, avec & et Ô de la Définition 7.4. Le nombre e mesure l'écart 
par rapport à l’oscillation stable M. 


Abordons le problème de la stabilisation du mouvement non 
perturbé par une commande par plus ou moins. Il apparaît des oscil- 
lations stables infiniment voisines de cette solution telles que toute 
trajectoire issue d’un voisinage fixe de celle-ci s’approche de l’os- 
cillation stable indiquée, le nombre e pouvant être aussi petit qu’on 
le veut. 

Soit le système donnant l’écart par rapport au mouvement nomi- 
nal 

dyl/dt = Ay + bu, (7.8) 


n 
où u— (6), 2 Vi 


+1 pou 6 >—l, 


—1 pour o<l. di, 


g@={ 
Ici la commande se définit pour o & (—{, Î) de façon unique. 
Supposons qu’avec u — 1 toute courbe intégrale du système (7.8), 
qui part pour { — 0 du domaine © >> !, entre avec t croissant (décrois- 
sant) dans le domaine o << {. C’est avec la même commande qu’on 
la prolonge alors dans —l < 0 << L. 
Si une courbe intégrale de (7.8) commence pour ?{ = 0 dans le 
domaine o<Z—} et entre avec { croissant (diminuant) dans le 
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domaine © >> —{Ù pour u = —1, on la prolonge dans ce domaine 
avec la même commande u — —1.' Cette convention est faite compte 
tenu de l’aspect physique du phénomène décrit par (7.8), et elle 
détermine univoquement l’allure des courbes intégrales. 

On définit complètement le comportement du système (7.*) dans 
le domaine —l << o << L si l’on spécifie, en plus des données ini- 
tiales, la valeur prise par la commande u. La valeur de œ (6) est 
par exemple repérée par la position réelle de la palette du relais. 
Ces circonstances permettent de définir univoquement tous les mou- 
vements du système (7.8). 


THLOREME 7.1. S'il y a indépendance linéaire des vecteurs 
b, Ab, ..., A"-!b, (7.10} 


il existe une commande par plus ou moins de la forme (7.9) telle que, 
quel que soit l< !,, il apparaisse dans le système (7.8) des oscillations 
stables M voisines du point y = 0. Ici L, est une constante positive 
suffisamment petite. Toute courbe intégrale de (7.8) issue d’un voisinage 
fixe de y = 0 tend de plus, avec cette commande, vers l’oscillation 
stable indiquée, le nombre mesurant l'écart pouvant être aussi peitt 
qu'on le veut. | 
DEeMONSTRATION. Les vecteurs (7.10) étant linéairement indé- 
pendants, il existe un vecteur c tel que la matrice À + bc* ait 
ses valeurs propres à partie réelle négative. Dans ce cas, la position 
d'équilibre y = 0 du système 
dyldt = (A +bc*) y (7.11) 


possède la stabilité asymptotique au sens de Ljapunov. Il est donc 
possible de choisir une forme quadratique définie positive (y) 
de façon que 


(grad V)* (4 + be*) y = —y*y. (7.12) 
Exprimons la dérivée totale dV/dt à partir de (7.8) pour la comman- 
de (7.9): 
dV/dt = (grad V)* Ay —+ (grad V)* bu (7.13) 
Posons 
5 = (grad V}* b. (7.14) 


Il est clair que © est une forme linéaire en les variables y,, ... 
+. Un. Introduisons la commande 


us = — (0), (7.15). 


avec (0) défini par la formule (7.9) pour © de (7.14). 
Récrivons l'égalité (7.13) moyennant (7.12), (7.14) et (7.15): 


dVidt = —y*y + o (ul c*y). (7.16) 
Montrons que la commande u, est bien celle dont il est question 
dans le théorème. 
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Notons qu’on peut choisir un voisinage si restreint de y = 0 
que uo — C*y soit de même signe que la fonction u, = — (0), 
i.e. il existe e >> O0 tel qu’on ait sgn (u, — c*y) = sgn u, pour 
| y | e. La fonction © (u, — c*y) est alors négative dans ce voi- 
sinage quand © 6 (—Ù, [), L suffisamment petit. Pour © appartenant 
à cet intervalle, on reste dans le doute. 

Prenons 0 << &, << 8, < e quelconques. Soit 

À = inf V (y), i— 1, 2: 


llyll=8; 


Choisissons 6; > 0, ô, < e; tels que V (y) < À, pour || y || < 6;, 
puis Z suffisamment petit pour qu’on ait l’inégalité 


—6? + lu < 0, (7.17) 

où a = |u, — c*“y | <<2 vu qu’il s’agit du voisinage || y || << &. 
Avec ce choix de Z< Z,, on a en vertu de (7.16), (7.17) 

dVldt LO0O pour ô, < || yI| < e.' (7.18) 


Avec la commande (7.15), toute courbe intégrale de (7.8), qui 
part du domaine {| y, || << 6, demeure dans || y [| << &. 

Supposons qu'il n’en est pas ainsi. Il existe alors deux instants 
lie Le (0 < l < ta) tels que Î y (£, Yo) 7 ET Il y (£o Yo) — Es 
et 2 LIL Y (6, Yo)ll < € pour t € [é,, tal. 

On a V (y (ti, Yo)) < Àe et V (y (ta Yo)) À pour ces instants t; 
et t,. La fonction V, (t) = V (y (t, yo)) possède donc une dérivée 
non négative dans [£,, t.], ce qui contredit la condition (7.18). Ainsi, 
on à || y(£, yo) K 8+, t > 0, quel que soit || yo [| << 6.. Prenons 
n'importe quel point y, tel que || yo || << 6, Je dis qu’il existe un 
instant final T tel que la courbe intégrale y (t, y,) pénètre pour 
t = T dans le domaine || y || < 6, et demeure donc dans [| y ||<< € 
quand t > T. En effet, l’assertion est évidente pour 6, << 6,. Soit 
maintenant ô, > 6, et || y (é, yo)ll >> 6, quel que soit t > 0. Dans 
le cas (7.18), on a suivant la courbe intégrale considérée 


dVidt << —6! +al< 0, 
d’où on obtient par intégration 


V (y (yo) < V (yo) +t (—6i + a). (7.19) 


Le premier membre tend vers —œ avec la croissance de t:ona 
la contradiction avec la définie positivité de V (y), qui démontre 
l'assertion énoncée, et T indiqué vérifie l’inégalité 


Montrons que l’ensemble M d’oscillations stables se situe dans 
le domaine || y ||<<e,. Notons M,, l’ensemble de tous les points 
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limites oméga de la courbe intégrale y (£, yo) et trouvons 
M = 


= [voll <8 

D £rinrrioN 7.8. Un point y de l’espace de phase constitue un point 
limite oméga de y, s'il existe une suite des instants {t,}, th —— +oo 
pour n —+ oo, telle que 


y= lim Y (ns Yo). 
n—+0 
Sit, —>—0oo, le point y = lim y(t,, yo) constitue un point limite 
ñn—+—+-0 
alpha de y. 


Notons que si la solution y (é, y.) est bornée pour t => 0, l’en- 
semble de ses points limites oméga M est non vide et représente un 
ensemble invariant, fermé et borné. Il est clair que M & {y: || y [| << 
<< &,}. & et e. ont été choisis quelconques. On peut prendre e, < 


< 6, < e.. Posons ô = 6, — e, et & — e. — e,. Toutes les courbes 
intégrales issues du ô-voisinage de M restent alors pour £ croissant 


indéfiniment dans le e-voisinage ; M est donc une oscillation stable, 
ce qui achève la démonstration du théorème. 


REMARQUE. On répète les mêmes raisonnements si l’on remplace b 
par une matrice B à n lignes et r colonnes. Avec la commande (7.9) 
y = 0 n’est pas une position d'équilibre pour (7.8). 


Soit le système 


n 
D = Ay+ D bus, (7.20) 
j= 
et | LU; | <L 1. 

Prenons une forme quadratique définie positive V (y) et considé- 
rons le problème de son amortissement optimal. La commande opti- 
male est 

U} = —Sgn 0}, 
avec 07 = (grad V}* b;. 

En définissant la commande par (7.9), le nouveau système appro- 
che, pour L;, j = 1, 2, . .., r, suffisamment petits, aussi bien qu’on 
le veut le système optimal relativement à l’amortissement de V (y). 
Pour Re; < 0, j = 1, 2, ...,r, toutes ses courbes intégrales 
tendent vers une oscillation stable dans un voisinage suffisamment 
restreint du point y = 0. 

Un problème se pose : déterminer l’oscillation ayant lieu dans des 
systèmes soumis à une commande avec hystérésis, plus précisé- 
ment 1) trouver les conditions nécessaires et suffisantes d'existence 
d’une auto-oscillation périodique de (7.20) et voir s’il y a unicité; 
2) établir si ce système peut posséder des solutions presque périodique 
et récurrente. 


CHAPITRE II 


SYSTÈMES DE COMMANDE OPTIMAUX 


$ 8. Notion d’optimalité 
19 Soit un ensemble M d'éléments p de nature quelconque. 


Derinirion 8.1. Etant donnée une loi ou une règle qui fait corres- 
pondre à tout élément p € M un nombre réel V (p), on dit qu'une 
fonctionnelle V est définie sur M. 


Soit, sur M, les fonctionnelles V,, V,, Vs, . . . Vne 


DerimnrrioN 8.2. Un élément p, € M est dit optimal relativement 
à la famille choisie de fonctionnelles V;, j = 1, 2, ..., k, ou optimal 
tout court si c’est lui qui, choisi parmi tous les p € M, rend la fonction- 
nelle V, le plus petite possible sous les contraintes V, < 1,, j = 1, 
2, ..., avec l,; des nombres réels. 


Notons M, l’ensemble de tous les éléments optimaux et appel- 
lons-le sous-ensemble optimal de M. Il est clair que pour V, (p) = 1, 
p € M quelconque, le sous-ensemble M, comprend tous les p véri- 
fiant les contraintes 


ViH<, j—=1,2,...,k. 
ExEMmMPLE 8.1. Considérons le système 
x=f (x, u, t). (8.1) 


Soit donnés deux points xo, x, de l’espace de phase du système (8.1) et 
l'ensemble M de toutes les fonctions mesurables de module <1. 

On demande une commande u € M telle que la courbe intégrale de (8.1), 
qui commence en x, pour { = to, atteigne le point x, en temps minimum. On 
prend pour V; j = 0,14, ..., k, les fonctionnelles Vo=t—1t,, V;=— 
= zj(t, to, Xo, U) — 25, 1=1,2, ::.,n. 

On demande u € M telle que V, soit minimale sous la condition V; = 0, 
j= 1,2, ...,n. 

Le problème fondamental de la théorie de la commande consiste 
à trouver l’ensemble M,. Il se réduit dans le cas général à la recherche 
d’un extrémum d’une fonction de plusieurs variables. Il n’est pas 
dans notre propos de démontrer cette affirmation, mais nous tenons 
à noter qu'on établit avec son aide plusieurs conditions nécessaires 
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et suffisantes d’optimalité pour construire des approximations 
successives et obtenir ainsi les éléments optimaux avec une pré- 
cision donnée à l’avance. 

20 Soit le système commandé 


x=f({tx,u), xE En uEU, (8.2) 


» 


avec ÜU un ensemble dans l’espace euclidien à r dimensions E,. 

Supposons qu’il correspond à toute commande continue par mor- 
ceaux u(t) donnée pour t4€ [£,,t.], u (t) € U, une fonction x = 
— x (it, u) admettant des dérivées continues par morceaux, définie 
pour t € [t,, t.] et vérifiant le système (8.2) pour u = u (t). On dit 
que la commande u (t) transfère le système (8.2) de l’état x, à l’état 
x. dans le temps fa — {, si x, = x (ti, u), i = 1,2 

Une commande u (t) est dite admissible si le mouvement qu'elle 
engendre satisfait aux conditions aux limites 


£y (us Xor hate) = 0, j=1 2,...,k. (8.3) 


Une commande admissible u, (t) est optimale relativement à la 
fonctionnelle 
{2 
J (u)= go (Ris Xe tas te) + À fo(x, u, ?) dt, (8.4) 
t4 
si, parmi toutes les commandes admissibles, c’est elle qui rend (8.4) 
le plus petite possible. 

La recherche de commandes optimales et de mouvements opti- 
maux associés pour la fonctionnelle (8.4) est connue en calcul varia- 
tionnel sous le nom de problème de Bolza. 

Supposons que la commande optimale u, (ft) existe et notons 
x (it) le mouvement associé. 

Admettons que cette commande et ce mouvement sont donnés 
sur l'intervalle [é,, t.] et que le système passe de x, en x, sous les 
conditions aux limites (8.3). Recherchons les conditions nécessaires 
d’'optimalité à partir des conditions de minimum d'une fonction 
d'une variable. Supposons qu'il existe une famille de commandes 
u — ut, e). Soit x = x(t, e) la famille de solutions correspondantes. 
Ces familles sont assujetties aux conditions suivantes: 

4) les fonctions vectorielles u = u (t, e) sont définies pour tous 
les e suffisamment petits et continues par morceaux par rapport 
à t pour tE[t, (e), t. (e)]l; la fonction vectorielle x = x (£, e) est 
définie pour tous les e suffisamment petits et, pour t € [f, (e), t. (e)], 
elle admet des dérivées continues par morceaux par rapport à é et 
vérifie le système (8.2); 

2) u(t,e) = w ft), x(t,e) = x (f) pour e =0, u(t,e)E U 
pour tous les e& suffisamment petits et { appartenant à l'intervalle 
[t, (e). t, (e)l: 
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3) la commande u (f, e) est admissible quel que soit e suffisam- 
HS pos ie. g5 (x ( (e), e), xz (t2 (e), e), & (e), 2 (e)) = 0: 
1=1,4,..., nn; 

4) il existe les dérivées _ u (4, e) = n (6), = 9 = E (ti), 
dti(e) 
de 
continue par morceaux, & ({) une fonction dérivable continue par 
morceaux, t, des nombres réels (n ({) s’appelle en général variation 

de la commande et &(f) variation du mouvement). 

La valeur de la fonctionnelle (8.4) calculée sur la famille de com- 
mandes u (f, e) sera supposée une fonction continuement dérivable 
du paramètre €. Cette fonction J (u (f, e)) — œ (e) admet un mi- 
pimum pour € — 0. Donc, dq/de = O0 pour e = 0. Cette égalité 
constitue une condition nécessaire d'optimalité de la commande 
u, (it) et du mouvement x° (f). 

Explicitons-la par plusieurs transformations. Notons &,, i = 1,2, 
la valeur du vecteur E aux extrémités #, et t, de l’intervalle. On 
a alors 


UC LE Lt, x0(H), wo) i=4, 2, pour e=—0. 


Dérivons (8.4), il vient 


LoxB1 + Loxièe + [gou + Sox Ê (ti, X° (Ë1), uo (£1)) — 
— fo (ts, X°(£:), wo (£s))] Ta + 
+ [gor, + Sox: °F (£s, X°(t2), Uo(ta)) + fo (£a, X°(É2), Uo (t2))] Te + 


+ À (focb+ foun) dt=0. (8.5) 


1 


= 7%, à = 1,2, pour e = 0, avec n (f) une fonction vectorielle 


Portons u ({, e) dans le système (8.2) et dérivons par rapport à &. 
Pour & = 0 on obtient 


Ë=f8+ fun (8.6) 
Dérivons les conditions aux limites par rapport à e et posons & = 0: 


jet + Liebe + L&its + Six f (ta, x° (4), uo(ts))] Ts + 
+ Bit Six (Le x° (le), Uo (t2))] To — 0, j = 1; 2, …., 7 
(8.7) 


Dans les formules (8.5)-(8.7) £ox1s £oxer Lix1s fes Ju désignent les ma- 
trices de Jacobi obtenues par dérivation par rapport aux composantes 
des vecteurs figurant dans les indices, qui sont calculés pour u — 
= ug(t)et x = x° (t). Par exemple go, est une matrice unicolonne 
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d'éléments 

US (Xi, Xas Li, Lo) (x Xe, L4, Lo). 

Ôz{4 0 do 299 749 2/9 3 Otin 0 4 y vhs 2 


Notons Y la matrice fondamentale du système différentiel ho- 
mogène 
= f.6 (8.8) 


avec la condition initiale Ÿ (£,) = Æ, E étant la matrice unité. 
On a alors 


EO=Y (HE + | Y (t)Y (x) fun dr (8.9) 


et corrélativement 
{2 
Ba Ÿ (6e) Ba+ À Y (6e) Y (x) fun dr. (8.10) 
{1 
Les conditions (8.5)-(8.7), (8.9), (8.10) constituent une forme dé- 
veloppée des conditions nécessaires d’optimalité pour la commande 


u, (t) et le mouvement x° (f). On conçoit qu’ainsi présentées ces 
conditions ne sont pas utilisées. 

Faisons une autre hypothèse : les familles x (£, e), u (t, e) exis- 
tent pour tout choix des quantités &,, t, et de la fonction vectorielle 
continue par morceaux n (£), mais on exige cependant les condi- 


tions (8.5)-(8.7), (8.9), (8.10). Eliminons E (t), &. entre (8.5) et (8.7), 
il vient 


(Sox, + Lox,Y (te)] Bi + [£on + Sox, f (ta, X° (É1), Uo (1) — 
— fo (ts, X° (1), wo (t:))] Ti + [goe, + Lox, °F (les X° (£a), Uo (É2)) + 


Îs 
+ fo (te, X° (2), Uo (t2))] Te + Sox, Ÿ (t2) | TT (7) fun dr + 


: t , 
+ i foxY dtts+ | [ fox Y (&) Y1 (x) fun dt + fou | dt = 0. 
is A à 


Changeons l'ordre d'intégration, on a 
[ go: + 80xŸ (te) + foxY dt | E1 + Leon + Soxif (t1, X° (ts), uo (é1)) — 
— fo (1, x° (ts), . (1))1 T1 + [gors + Soxif (te, X° (t2), Uo (t2)) + 
+ foto, X° (te), Uo (És))] Te + ( x(t)n(tdt=0, (8.11) 


{a 
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îs 
x (4) = go Ÿ (62) Ÿ4(0) fu + fou + | foxŸ (9) diY + (0) fu. 


On écrit en éliminant &. de (8.7): 
[Bis + LixsŸ (be)] 81 + [ges + Lies À (ta, X° (41), Uo (1))} Ti + 
+ [git, + Bis (£e, x° (bo), ü (£2))] LL + 


ts 
+em | YE)Y (D hndr=0, j=1,2,...,n. (8.12) 
LE 
Posons n—=0 dans (8.11), (8.12), il vient 


[ gx + ox, Ÿ (te) + Î foxY dt | ë + 


{1 
+ [gors + goxf (ta, X° (é:), uo (ts) — fo (Es, X° (1), Uo (t3))] Ts + 
+ [Lor, + Loxif (le, X° (to), Uo (t2)) + fo (te, X° (ts), Uo (t2))] Ta = 0, (8.13) 
[gix, T LixeY (le)] &s + [rit + Siuif (as X° (a), 0 (t1))1 Ti + 
+ [rit + Lie (lo, X° (la), Uo(t2))]Ta= 0. (8.14) 


Assimilons les composantes du vecteur £, et les quantités —%,, T, 
à des variables réelles. Le rang de la matrice du système (8.13)- 
(8.14) est alors inférieur au nombre d'équations. En effet, supposons 
par l’absurde que ce rang est égal au nombre d'équations. Notons S;, 
pt 2, … k. les premiers membres des équations et considé- 
tons le système 


So = &, S1=9. CCE SR 0: 


avec « une constante positive. Il existe nécessairement Ë, at T;, Te 
qui vérifient ce système. Il existe par hypothèse une famille de com- 
mandes u = u (f, e) et une famille de solutions x = x (4,, €) qui 
correspondent à la variation n —0 et aux valeurs trouvées 
E, (&, t (œ), T2 (&œ)), la famille ut, e) étant admissible et 
u (t, 0) = u,. On a alors, d’une part, 


aJ 


et, de l’autre, 


dJ 
le >0. 


L'hypothèse que le rang de la matrice du système (8.13)-(8.14) 
coïncide avec le nombre*d'équations n’est donc pas juste. Ainsi, 
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il existe des constantes réelles L,, Z,, . .., l, non toutes nulles telles 
que le vecteur dont elles sont les composantes soit orthogonal à toute 
colonne de la matrice du système (8.13)-(8.14). Autrement dit, on 
a les relations 

Îs 


R 
lo | 8ox+ 802,7 (6) + À fuY dt] + D Llgs+eY (4)1=0, (8.45) 
jei 


ta 


Lo (got + Soxf (t1, X° (61), uo(Ë1)) — Fo(ts, x° (t:), wo (t:))] + 

+ à Li lgins + Sixf (ta, x° (41), uo(t:))]=0, (8.16) 
lolgot, + 8oxsf (ls, X° (tx), Uo (£2)) + fo (£2s X° (t2), Uo (£2))] + 

+3 Li(gits + Sixsf (te, X°(t:), wo (:))]=0, (8.17 


connues sous le nom de conditions de transversalité. 
Muiltiplions (8.11) par Z et (8.12) par /; et additionnons terme 
à terme. On obtient par suite des conditions de transversalité 


te k 
fret Z Lessr (6) 74 fe ]ndt=0. (8.18) 
Posons : 0 


R 
n = [ox + À LifixaY (ta) Y 1 (4) ful. 


t2 
L’avant-dernière égalité se récrit | n° dd =0 et la continuité par 


1 
morceaux de n entraîne 


R 
loX + 12 LigixeV (ta) Y(T) fu = 0 (8.19) 


C’est la condition nécessaire définitive d'optimalité de la commande 
u, (té) et du mouvement x° (f). Nous la considérons conjointement 
avec les conditions de transversalité (8.15)-(8.19). 

Représentons (8.19) par les multiplicateurs de Lagrange. Ces 
conditions s’écrivent sous la forme 


Lofou + Mfu = 0, (8.20) 


{2 
à Y*-1(t) Y* (42) ha + lo | Y*-1(t) Y* (td. (8.21) 
{1 
8—0456 
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On constate aisément que la fonction vectorielle À satisfait à l’équa- 
tion différentielle 


À = — fEh— lofis (8.22) 
et à la condition À = À, pour { = t,, avec 
ho = Lrol) (8.23) 


et £ = (Los E1s + - + 8n)5 = (los hs +. ln). 
Si l'on pose Ào = et H— D Ajf;, il se trouve que les quan- 
== 1 


2= 
tités z; et les composantes du vecteur À sont reliées par un système 
hamiltonien 
dx; __ 0H 


= (8.24) 
dhj 0H . 
dt  ëxrj j=1,2,...,n, 


et on a pour la coordonnée zx, 
fa 
To (#) = 80 (Kus Xe dus de) + À fo (E, x, u) dt. 


1 
Les conditions (8.19) s’écrivent en fonction de H: 
0H/du;, =0, j=1,2,...,r. (8.25) 


Ainsi, les conditions nécessaires d’optimalité de la commande 
u, (t) et du mouvement x° ({) s’énoncent comme suit. 

Si u (t) est une commande optimale et si l’on est dans les condi- 
tions d’existence de la famille u (f, €), il existe alors des fonctions 
À (t) admettant des dérivées continues par morceaux, qui sont 
reliées au mouvement associé par le système hamiltonien (8.24), 
la condition (8.25) ainsi que les conditions de transversalité (8.15)- 
(8.17) et (8.23) étant remplies. 

3° Soit le système commandé 


x = f(t, x, u), (8.26) 


» 


avec xEE,, u un vecteur de commande à r dimensions, u € U, 
UEE,. Supposons que f (£, 0, 0) = 0. 
Soit la fonctionnelle 
J (xo, u) = | w(t,x,u)dt. (8.27) 


0 


Une commande u = u (ft, x) est dite admissible si le système 
(8.26) qu'elle sollicite, possède une position d’équilibre x = 0 
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asymptotiquement stable et si la fonctionnelle (8.27) existe au 
moins pour un vecteur initial x, d’un voisinage suffisamment petit 
de ce point. 

Une commande admissible u = u, ({, x) est dite optimale si 
c'est elle qui, choisie parmi toutes les commandes admissibles, 
rend la fonctionnelle J (x,, u) le plus petite possible quel que soit 
le vecteur initial x, d’un voisinage suffisamment restreint du point 
x = (. 

Soit u ({, x) une commande admissible. Posons 


V (é, x) = | o(t,x,u)di. (8.28) 
t 


On a évidemment 
V (0, Xo) — J (xo; u). (8.29) 


V (t, x) est une fonction de Ljapunov. Bellman a proposé d’utiliser 
ces fonctions et son principe d’optimalité pour construire la com- 
mande et la trajectoire optimales. Le principe de Bellman s’énonce 
comme suit : si B est un point intermédiaire de la trajectoire opti- 
male allant de l’état À à l’état C’, la portion BC de cette trajectoire 
constitue la trajectoire optimale reliant l’état intermédiaire B 
à l’état final C. Ce principe ne vaut pas dans le cas général, mais, 
quand il est valide, on l’applique avec succès. À vrai dire, la vali- 
dité du principe d'optimalité de Bellman est souvent très difficile 
à établir. 

Supposons donc que ce principe peut nous aider dans le problème 
énoncé ci-dessus et soient u, ({, x) une commande optimale et 
Vo (t, x) la fonction de Ljapunov correspondante. Posons 


A=(t,x()), C=(+o,0), B=(t+Ss, x°(t +s)). 


On écrit pour u ({, x) admissible 


Vot(t, x) SV (ft, x) = [ @(T, x, u) dt = 
' 


t+s co 
—_ ( © (t, x, u) dt + ( © (t, x, u) dr. 
t t+s 


Si B est un point intermédiaire de la trajectoire optimale, on a 


{o(r, x, wo) dr=Vo(t+s, x(t+s)). 
t+s 
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D'où 
i+s 
Volt, x)< | w(r, x, u)dr+Vo(t+s, x(t+5)) < 
{ 


î+s 
< | o(t,x,u)dt+V(t+s,x(t+s)). 
t 


Cette inégalité a lieu par hypothèse pour tout s > 0. Si s — 0, 
le second membre est minimal, et la dérivée par rapport à s calculée 
en s — 0° doit donc être non négative. Par conséquent, 


o(t, x, u) + + (SE =) f(t,x, u)> (8.30) 
On a également par définition de la fonction de Ljapunov V, (t, x) 


dVol/dt — — of, x°, u,), 
d’où 


o(t,x,u)+%e+(92) j( x u)=0. (8.31) 


Il en résulte que la Fo ages assure à la fonction 


H(t,x,u)=ot(t, x, u)+ ns + ( LE) f(e, X, u) (8.32) 


la plus petite valeur, à savoir 0. 

Admettons que u, (ft, x) et V. minimisent }X (t, x, u). Utilisons 
cette fonction pour éliminer u, ({, x) de l'égalité (8.31). Nous abou- 
tissons à une équation aux dérivées partielles qu’on appelle souvent 
équation de Bellman. 

Pour V' (1, x) deux fois continuement dérivable et un point 
intérieur de U, la condition de minimum de Æ (t, x, u) s’écrit 
comme 


za H(t,x,u)=0, j=1,2, (8.33) 


À; = 0Vo/0z;, = 1: 2, és 0e 
On trouve en dérivant (8.31) par rapport à x; et en utilisant (8.33) 


À + FA + w = 0. (8.34) 
__ Notons © = f, (t, x, u) et posons À, = 1. On constate que les 
quantités Às, j = 1, 2, ..., n, et les composantes z,, j = 0, 1, 
.., n, du vecteur sont liées par un système hamiltonien : 


+ 9H  : OH  . | 
HT ? 1 oz" j=0, 1, és es 1; (8.35) 


Posons 


et zo(t) = | © (£, Xo, Uo) dt. 
0 
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Ainsi, la recherche des conditions d’optimalité par la méthode 
de Bellman conduit aux mêmes relations que le Calcul des variations. 
Tous les raisonnements s’appuient cependant sur la condition de 
minimum d’une fonction d’une variable sur la frontière de son do- 
maine de définition. 

Abordons le cas où le principe d’optimalité que nous avons uti- 
lisé, n’est plus valable. 

Soit la fonctionnelle 


27 2x - 
J (y) = a? [ (y — sin t}? dt + ( | ydt) 
0 0 


On demande son minimum dans la classe de fonctions continues 

définies pour à € (—oco, +co). Il est clair que y = sin ? rend J (y) 

le plus petite possible. Posons 
A=(0,0), B=1(x,0), C= (2x, 0). 

Alors 


2 27 : 
Jsc(y)=a? | (y—sint}di+(| yat) 
0 
Pour y=sint " 
Jac(sint)=4, 
Je (0) = a?2x/2. 
Pour « suffisamment petit, on a donc 
Jsc (0) < Jsce (sin t), 


i.e. le principe d’optimalité s'avère inopérant. 


et si y = 0, 


$ 9. Extrémum d’une fonction 
de plusieurs variables 


19 Soit f(x, - .., zh) une fonction à valeurs réelles définie 
pour toutes les valeurs réelles de ses arguments. Elle est supposée 
continuement dérivable pour toutes les valeurs finies de x — 
= (2, ..., Zn). 

Dermirion 9.1. Nous dirons d’un point x, qu'il réalise le minimum 
strict s'il existe un nombre & >> 0 tel que, quels que soient x vérifiant 
l'inégalité 

Î ZX — ZX I < €, (9.1) 


f(x) < f(x) pour x x. (9.2) 


Ici ||z||= / 2 24. 


on ait 
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Derinirion 9.2. Nous dirons que la fonction f (x) prend en x, sa 
plus petite valeur si l'inégalité (9.2) a lieu pour tout x. Dans ce cas, 
le point x, est dit optimal et f, = f (xs) la valeur optimale de f (x). 

Soit, dans l’espace n-dimensionnel Æ,, un point évoluant à une 


vitesse constante 
ñn 


nu, Suit, s=1, ...,n. (9.3) 
s=1 

Supposons qu’à un instant initial é = t, ce point se confond avec 

x qui n’est pas optimal pour f (x). Un problème se pose: établir la 

direction de plus grande croissance (décroissance) de f (x) quand 

le point quitte x. Cette direction est définie, on le sait, par celle du 


gradient de f (x) calculé en x = x, i.e. de 
e. 


Ve (+ êz 


En effet, si la direction d’une demi-droite issue de x se définit 
par le vecteur L = (L, ..., L,), la demi-droite a pour équation 


ôf 


OZn 


ex 


til SSL 2, san, LtZ0. (9.4) 


La vitesse de croissance de f (x) suivant la demi-droite est don- 
née en x par la formule 


d | _Q 4% 
+= > EL. (9.5) 


s=1 


Il est clair que le second membre est maximal pour 


ôf f(x) 
nn (9.6) 


9f { a) 
Sur (2) 


i= 1 


C'est l’expression des composantes du vecteur unité dirigé suivant 
le gradient de f (x). Il est évident que la direction de plus grande 
décroissance de f (x) qui évolue à partir de x est contraire à celle du 
vecteur (9.6). Cette propriété du gradient de f (x) est à la base de 
plusieurs méthodes numériques de recherche des points où f (x) 
admet un minimum. 
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Posons u, — —1, dans (9.3), il vient 
9f (x) . 
Its … Ôrs a {grad f (x)}s (9.7) 
” : = I grad f (x)Il 


TH£ORBME 9.1. On suppose que 1) la fonction f(x) est définie 
pour x € ÆE,, réelle et continuement dérivable par rapport à ses argu- 
ments; 2) grad f (x) s'annule en un seul point qui est optimal pour 
f (x). On a en outre || grad f(x) | > &« > 0 pour || x [| — +00. 

A lors toute courbe intégrale 


Zs = Xs(t, Ts ce. En), S=1,2,...,n, (9.8) 


du système (9.7) telle que x, = x, pour t — O possède la propriété 
z;, > 2° avec la croissance de t, le point x, = (x#”, . .., 2W°) étant 
optimal pour f (x). 

DemonsrrarTion. Le point x, étant supposé trouvé, montrons qu'il 
existe pour tout & >> 0 et le point x un T (e, x) tel que, lorsque 
t> T'(e, x), on ait 

Il x (6, x) — xl << €, (9.9) 


où x(é, x) est une courbe intégrale de (9.7) remplissant la condi- 
tion x (0, x) = x. 

Considérons la fonction V (x) = f (x) — f (x). Elle est définie 
positive vu que x, est optimal, i.e. f (xs) < f(x), pour VxEE,, 
et V (xs) = 0. Ecrivons sa dérivée à partir de (9.7): 


dV ___ (grad f(x))*-grad f(x) ee 
dt Igradf(i IIgrad f (x). (9.10) 


grad f (x) ne s’annulant qu’en x,, point optimal, on est dans les 
conditions du théorème de stabilité asymptotique. Cela veut dire 
que, quel que soit e >> 0, on trouve 6 (e) > 0 tel que, lorsque 
II x — xs [| << 6 (£), on ait 


IL x (é, x) — xoll << e pour tous les t > 0, 
I x(é, x) — x, — 0 pour t + co. (9.11) 


Prenons un x quelconque. Deux cas peuvent se présenter pour la 
courbe intégrale x ({, x): ou bien il existe 7 (x) tel que 


IL x (4, x) — xoll < 6, 
ou bien ce T (x) n’existe pas. 
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Il est clair que dans le premier cas 
x (é, x) — xl <e pour Vt>T (x). 
Dans le second cas, 
Lx (4, x) — xoll > 62, 

et il existe par hypothèse « tel que || grad f (x)|| > «. 

On trouve à partir de (9.10) 

dVidt < —a quel que soit t > 0. (9.12) 

Donc, V (x) < V (x) — at, ce qui prouve que V (x) décroît 
indéfiniment le long de la courbe intégrale de (9.7). La contradic- 
tion obtenue montre l’existence de T (x). Le théorème est démontré. 


REMARQUE. Etant donné le système d'équations algébriques 


Pr(9) =0, f—=1,2,...,n, (9.13) 
on demande sa solution. Posons f(x) = 2} p} et trouvons son 


ui 
minimum en résolvant le système différentiel (9.7). 


EXEMPLE 9.1. Considérons une fonction d’une seule variable f (x) et admet- 
tons qu’elle est optimale en z, et ne possède pas d'autres extréma. Toute courbe 


intégrale de l'équation 
dzldt = —df (z)/dx (9.14) 


ne tend alors vers z, que si df (r)/dt s’annule en z, seul. Dans le cas contraire, 
les courbes intégrales de (9.14) touchent dés points stationnaires de jf (x) qui 
sont des points d'équilibre de cette équation. 

Considérons le système 


_ dzldt = y, dyldt = —df (x)/àr, (9.45) 
qui a tous ses points d'équilibre sur l’axe des x. 
On voit aisément qu'il possède une intégrale de la forme y® (1) + 2f (x (1)) = 


= c. Prenons (7, y) pour point initial, w -“ 0. La courbe intégrale (z (t), y (t)) 
vérifie sur tout l'horizon temporel l'égalité 


ya (4) +2 (x (e)) = y + 2f (x). (9.16) 


Si l’on trouve un point t, tel que y° (t,) soit la valeur maximale de y (1), le 
point zx (t,) est optimal pour f (r). Avec ce mode de recherche de la valeur opti- 
male, les points stationnaires de f (r) n’entravent donc pas le calcul. Cet algo- 
rithme de minimisation continue s'étend à des fonctions de plusieurs variables. 


2° Abordons le problème de minimisation d’une fonction de 
plusieurs variables avec contraintes. Considérons des contraintes 
de la forme, 


f5 (eus ces M) = 0, j=1,2,...,,L (9.17) 
Soit x=(x, ..., z,) un point satisfaisant à (9.47). 
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Une question se pose: si l’évolution a pour point de départ x 
et est compatible avec les contraintes (9.17), quelle est la direction 
de plus grande croissance d’une fonction fo (Z1, - - ., Zn) donnée? 
Examinons le système différentiel 


drs : _ _ 
eus Dui=1, s=1,2,...,n, (9.18) 


s=1 


dont la courbe intégrale x (t, x) remplit la condition x (0, x) = x 
et qui vérifie pour tout t > 0 les contraintes (9.17). Exprimons les. 
dérivées de celles-ci à partir de (9.18): 


n 


df}; dfj . 
Di Fe, M = 0, 1=1; 2, La si (9.19). 


& — 
Les égalités (9.19) signifient l’orthogonalité de u = (u,, ..., un): 
à tout le sous-espace L engendré par les vecteurs grad jf, . .. 
..., grad f,. Le vecteur u appartient donc au supplémentaire 


orthogonal de L. Il est connu que tout vecteur, par exemple grad fo, 
s'écrit d’une manière et d’une seule sous forme de somme : 


grad fo = grad; fo + a, (9.20) 


avec a € L, grad, fo L L (1 désigne l’orthogonalité à L, i.e. à tous 
les vecteurs de ce sous-espace). 


Le problème consiste à choisir u de façon que f (x (f, x)) croisse: 
le plus vite possible, c’est-à-dire que df,/dt soit maximale. On a donc, 
en vertu de (9.20) 


dfo/dt = gradi fou, 
d’où, compte tenu de (9.18), 


_ ____gradi fo 
M — Tigra, fol (9.21) 
Ainsi, la direction cherchée est 
u = — gradi fo (x) | @24") 
Il grads fo (x) || 


Cherchons son expression effective. On a 


donc 


I 
grad fo (x) = grad fo— 2 u, grad fj. (9.22} 
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Les nombres pu,, ..., u, se définissent à partir de la condition 
d'orthogonalité de (9.22) aux vecteurs grad f;. On obtient un systè- 
me de / équations algébriques pour déterminer pu, . .., M: 


l 
(grad fo, grad fi) = 2: (grad f,, grad fi), i=1,2,...,1. (9.23) 
U— 


On tient grad f;, j = 1, 2, ..., l, pour linéairement indé- 
pendants en x car on pourrait former avec, dans le cas contraire, 
un système libre. On trouve à partir de (9.23) les quantités py, . .. 
*<.., Lu Il est de même clair qu'il s’agit de fonctions des variables 
Li bee Le 


TH£EOREME 9.2. On suppose que 1) f, (x) est optimale en un point 
Xo = (21°, . .., x”) sous la condition f; (x) = 0, j =1,..., Î; 
2) grad! fo (x) ne s'annule sous la condition (9.17) qu’au point optimal. 
Soit, de plus, || gradi f (x) > @ pour [| x || —+ +oo. 

Avec la commande (9.21), où x vérifie les contraintes (39.17), toute 
courbe intégrale x (t, x) du système (9.18) satisfait alors pour tout 
t>> 0 à (9.17) et possède la propriété 


II x (, x) — xo ll — 0 avec la croissance de t. 


La démonstration suit la même voie que dans le théorème pré- 
cédent. 

Le point x ({) = x, n’est pas une solution proprement dite des 
systèmes (9.7) et (9.18) soumis à la commande (9.21’). Il s’agit 
plutôt d’un point de non-uniformité qui se comporte avec £ croissant 
comme une position d'équilibre asymptotiquement stable selon 
Ljapunov. Puisque le mouvement s'effectue à une vitesse de grandeur 

n 


constante >} u? = 1, les courbes intégrales touchent ce point 


s=i 


avec t croissant dans un intervalle fini. C’est ainsi qu’on doit inter- 
préter la stabilité asymptotique. 
En posant dans le second membre de (9.7) 


_ {grad f (x)}s 
I grad f(x) |1+1 


le point x = x, devient ia solution nulle qui possède la stabilité 
asymptotique globale au sens de Ljapunov. Géométriquement, l’allu- 
re des trajectoires reste la même. La seule chose qui change est l’évo- 
lution du point représentatif le long des trajectoires, et chaque courbe 
intégrale touche pour {+ +E> le point x = x. 
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$ 10. Amortissement optimal 
des réponses transitoires 


19 Soit le système commandé 
dr = (Gi; ::35 Ta +... 00; (10.1) 


Etant donnés un point initial x° et un instant initial #,, il corres- 
pond à toute commande u € G (G est un ensemble dont les éléments 
sont par exemple des fonctions vectorielles continues par morceaux) 
la solution 

x = x ({, u, x°, 6), (10.2) 


qui passe par x° quand { = {,. Soit S une surface dans l’espace des 
variables £, x,, ..., x, définie par l'équation 


St, Zn eee M) = 0. (10.3) 


Proposons-nous un problème de commande qui consiste à choisir 
u € G de façon que la courbe intégrale (10.2) du système (10.1) at- 
teigne à un instant f, fla surface S, les variables de commande 
U, - - ., u,'et les variables d'état z;, . . ., x, vérifiant les contraintes 


Vy (tisse. Tns Mis cos Urs À) KO, j = 1, 2, ..., k (10.4) 


(V; peuvent être en particulier des fonctionnelles). Bien que nous 
ayons là un processus (équations du mouvement) et les conditions 
de son évolution (contraintes, états initial et final), le problème de 
choix des paramètres de commande peut posséder plus d’une solu- 
tion. Considérons de plus la fonction V (4, x;,, ..., x,) qui définit 
dans un sens la distance du point en mouvement (10.2) (régime 
transitoire) à la surface S (état final désiré). Supposons que le systè- 
me de commande a pour seule mission de réduire cette distance. 
On a alors la notion naturelle suivante. 


DeriNrrioN 10.1. Une commande w° = (u%, ..., u?) est dite 
optimale relativement à l'amortissement d’une fonction V si V accuse 
une décroissance maximale suivant la trajectoire associée x (t, w°) = 
= Xx° (4). 


Calculons la valeur de V sur la courbe (10.2) et la dérivée totale 
par rapport à { du résultat obtenu. On a 
dV __ OV À 
= + à Ce ir W (t, x, u). (10.5) 
s=1 


La commande optimale relativement à l'amortissement de V est 
nécessairement celle qui, parmi toutes les commandes admissibles 
(qui font passer le point x° sur S tout en vérifiant les contraintes 
(10.4)), assure à W (t, x, u) la plus petite valeur négative. 
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EXEMPLE 40.14. Considérons le système linéaire 
ñn La 
_ b =1 10.6 
PTE asiTi + >, sJUjs 8—=1À 9 Re ( . } 
i=1 j=1 

Les éléments de la matrice À — {a,;} seront pee des nombres réels constants 
et ceux de B = {b,;} soit des constantes réelles, soit des fonctions du temps. 

Admettons qu'avec la commande u = (u,, ..., ur) — 0, il y a stabilité 
asymptotique au sens de Ljapunov de la position d'équilibre x = 0. Il existe 
dans ce cas une forme quadratique définie positive Ÿ telle que 


(grad V, Ax) = —x!, (10.7) 
et une seulement. 

Supposons que V définit la distance d’une courbe intégrale de (10.6) au 
point x = (x, ..., x,) — 0. Construisons une commande u optimale relati- 
vement à l'amortissement de V, i.e. on choisit u,,..., u, de façon que V décrois- 
se de façon maximale suivant la trajectoire correspondante. 

Us + - -, Ur Sont supposées telles que 


luy]<1, j=141,2,, ..,r. (10.8) 
La fonction 
— —x? + (grad V, Bu) (10.9) 
prend sa plus petite valeur pour 
u) = —sgn (Bj, grad V), j=1,2,...r. (10.10) 


Le report de (10.10) dans (10.6) donne un système de commande automati- 
que qui esi optimal relativement à l'amortissement de V (+, x): 


n ’ n 
dx oV 
Le D Gsiti— D) by, SE0 D De b,) | (10.11) 
Les seconds membres du système sont discontinus, les surfaces de discontinuité 
ayant pour équation 


n n 

9V 

> ÔZs dj D Cajta= 0, J=1, 2, oo re. (10.12) 
=! sm 

On ne peut en général prolonger les trajectoires de (40.11) au-delà de la surface 


de discontinuité (10.12). Du fait de leur caractère inertiel, les systèmes physiques 
sont le siège de petites oscillations de part et d’autre de cette surface. 


ExEMpLEe 10.2. Considérons un point représentatif qui évolue à une vitesse 
de grandeur constante et de direction commandable 


= =u,, ÿ» = 1. s=1;;:;: 10: (10.13) 


CS | 


V(x)= V 22. (40.14) 
ss 


Posons 
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La commande optimale relativement à l'amortissement de V se définit en re- 
cherchant la plus petite valeur de 


op 
s=1 
D'ou 


n 
V = 
i=1 


Montrons que cette commande transfère le point mobile de tout point x° = 
— (zŸ, ..., x2) donné à l’origine des coordonnées. Le système (10.13) sollicité 
par (10. 16) est de la forme 


dre Ts 


De (10.17) 
DES 
ii 
Multiplions la s-ième équation par z, et sommons par rapport à s, il vient 
4 d 
sr (10.18) 
avec 
n 
= » z? 
ti 


On trouve r = _ + ro par intégration de (10.18). Le point est donc recalé 


à l’origine à l’instan 
i=r= V/ D 2 (10.18') 
i={ 


On montre sans peine qu'il s'agit du temps minimal. 
Ainsi, la commande u° est à la fois optimale relativement à l’amortisse- 
ment de V et du point de vue du temps de réponse. 


Derinrrion 10.2. Une commande u = (uw, ...,u,) est dite 
optimale en temps minimum si c'est elle qui, parmi toutes les commandes 
transférant un point initial x sur une surface (en particulier, à l'origine 
des coordonnées), minimise le temps de transfert 

tt 
T=ti—to= | dr 
to 

TH£OREME 10.1. On suppose que 1) la commande w = (u°, ... 
..., w) est optimale relativement à l'amortissement d’une fonction 
V (4, x); 2) V'(t, x) est réelle, continue et positive pour tous les t, 
Tes S—=A1,...,n, sauf V(t, x) = 0 pour S(t, x, ..., x») = 0 
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(sur la surface) ; 3) la fonction V (t, x) est continuement dérivable sur 
la courbe intégrale du système (10.1) sollicité par toute commande 
u € G, dVidt étant égale à —1 pour u° optimale au sens de l'amortisse- 
ment de V (t, x). 

Alors la commande u° et la trajectoire associée x° (t) = x (t, x°, u°, &) 
sont optimales du point de vue du temps de réponse. 


DEMONSTRATION. Montrons qu'avec la commande u = u° toute 
courbe intégrale de (10.1) atteint la surface S. Autrement dit, u° trans- 
fère le système de l’état x° sur S dans le temps #4. Par hypothèse on 
a dV/dt = —1 suivant x°(t). Intégrons par rapport à t, il vient 
V(x(t),t) = V (x, t0) + to — t. Comme la fonction V (f, x) ne 
prend pas de valeurs négatives et ne devient nulle que sur S, il 
existe un instant f, —=t, + V (x, 1) tel que x°(t,) — 
— X (1: x°, u", to) € S. 

Supposons le temps de réponse T =t, — t, = V (x°,t,) non 
minimal. On trouve alors une commande u € G qui fait passer le 
point x° sur la surface S durant T* = —1t,, T*<T. 

Vu l'optimalité relativement à l'amortissement de V (x, t) 
de la commande uw, quels que soient u et le mouvement associé 
x) = x(t, x,t,,u), on a dV/dt = —1 + œ(t), avec a (t) >0 
une fonction définie pour £ € [t,, t?]. 

Intégrons la dernière égalité: 


se 


—V (9, do) = —(#t—t0)+ | a (6) dt, 


to 


sd 
os: 


T*—T= | a(t)dt>0, 
to 


ce qui contredit l'hypothèse. Le théorème est démontré. 


REMARQUE. Avec la commande (10.16) on a dV/dt = —1 sui- 
vant la courbe associée (exemple 10.2). Selon le théorème, la comman- 
de donnée est optimale en temps minimum. 

Admettons que le système originel dépend linéairement de la 
commande et s'écrit 


PE fear, ces Enst) + D bei (aus ces Ens Due (10.19) 
i—=1 


Supposons que la fonction V (t, x) du théorème précédent existe et 
que les variables de commande u,, ..., u, figurant dans (10.19) 
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sont soumises aux contraintes 
HAVE D SR 2 Tr (10.19°) 
La dérivée totale de V “ x) s'écrit à Lo de (10.19): 


= F+DE + Tu (10.20) 


1—= 


Le second membre prend sa plus petite valeur pour 


n 
= sem (> _ bu) - (40.24) 
s=i 


Comme cette valeur est —1 pour la commande en temps minimum, 
le report de (10.21) dans (10.20) fournit l'équation aux dérivées 
partielles suivante: 


+3 ILE 


1=1 s=1 


bu | = —1. (10.22) 


La formule (10.21) donne la solution du problème de la synthèse 
de la réponse en temps minimum (la commande est une fonction des 
coordonnées et du temps). Dans le cas général où u € G, avec G plus 
complexe, la détermination d’une commande optimale en temps 
minimum se ramène à la recherche de la plus petite valeur de la 
forme linéaire (10.22) dans la classe de fonctions u € G. L'équation 
(10.22) s’interprète comme une équation pour déterminer V (+, x) 
ayant les propriétés suivantes: 

1) V (t, x) est continue et positive pour tous les ? et x,, sauf 
V (t, x) = 0 pour S (f,z,, ..., zn) — 0 (condition aux limites); 

2) V (it, x) est continuement dérivable par rapport à ses argu- 
ments. 

Notons que les dérivées partielles de cette fonction présentent en 
général des discontinuités, ce qui entrave la résolution déjà diffi- 
cile de (10.22). 

On demande à ce propos 1) d'analyser l’existence et l’unicité 
de la fonction V (f, x) dans les problèmes de commande ; 2) d'étudier 
l'équation aux dérivées partielles (10.22); 3) de procéder à l’étude 
du système différentiel sur les surfaces de discontinuité, i.e. 


D Hbu=0, i=1, 2, 


20 On peut prendre au lieu de V (f, x) une fonctionnelle définie 
sur les trajectoires et les commandes du système (10.1). Considérons 
une fonctionnelle simple de ce type. Soit V (£, x) la fonction de 
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l’exposé précédent et f, (x, u, £) une fonction ayant les mêmes pro- 
priétés que les seconds membres de (10.1). La commande u (t) et 
le mouvement associé (10.2) définissent pour t fixe la valeur de la 
fonctionnelle 


t 
L=Vi(x(t,u), t) + fo (x, u, T) dr. (10.23) 
to 


Proposons-nous de rechercher une commande telle que la fonc- 
tionnelle (10.23) décroisse au plus vite au point (zx°, £,) de la courbe 
associée. Trouvons la dérivée totale de cette fonctionnelle pour 
L'— Lo: 

dL 


=, n 4)+ D feu, t)+ 2. (10.24) 


si 
Admettons que le second membre prend sa plus petite valeur pour 
Umin (X°, to), posons u, (x, t) = Uumin (X, t) et estimons que le 
système (10.1) définit le mouvement 


x) = x(ét, x, à. 


u° (£) = WU (x° (?), t), 


et soit u° ({) une commande admissible. Nous dirons de u® (t) et du 
mouvement associé x° (£) qu’ils sont optimauzx relativement à l’amor- 
tissement de la fonctionnelle L. Il se trouve qu’en tout point de la cour- 


be optimale L décroît de façon maximale. En effet, soit & > &, un 
instant et x le point correspondant de la courbe intégrale x° (+). 
Prenons une commande u (t) € G arbitraire pour t > t et évaluons 
la vitesse de variation de la fonctionnelle au point (x, t) avec cette 
commande : 


n 
dL C4 Li pe x 
a 


Posons 


> + D Er GR ut, 1) + fr, w°, . 
s=1 


Cette inégalité montre que la vitesse de décroissance de Z en 
chaque point de la courbe optimale est maximale. 

Voyons s’il y a lien entre les systèmes de commande optimaux 
au sens de l'amortissement et ceux qui le sont au sens de la fonction- 
nelle sous forme intégrale. Notons x, l’état atteint par (10.1) sur 
la surface S au temps ?, > {, pour une u € G fixe, i.e. S (x;°, . .. 
., ÆÙ) = 0. Supposons que la commande u (t) et la trajectoire 
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correspondante (10.2) d’extrémités x°, x! sont définies pour 1€ 
€ (fo; il et caractérisées par la valeur d’une fonctionnelle 
t4 
J(u, x)=p (ts, x!) + | fo (x, u, t) dt. (10.25) 
to 
DeriNrrION 10.3. Une commande u* et le mouvement associé x* (t) 
sont dits optimaux relativement à la fonctionnelle J si l'on a 


J (u, x°) > J (u*, x°) (10.26) 
pour toute commande admissible u € G. 


TH£OREME 10.2. La commande w° = (u}, . .., u?) optimale rela- 
tivement à l'amortissement de la fonctionnelle L (10.23), avec V (t, x) — 
= p (th, x!) sur la variété S, assure à la fonctionnelle J (10.25) une 
plus petite valeur par rapport aux valeurs obtenues sous l'effet de 
toutes les autres commandes qui transfèrent x° en un point x' ES si 
u° (t) et le mouvement associé x° (t) vérifient l'équation 


HD += 0. (40.27) 
s=1 


DEéMONSTRATION. Etant donnée l’optimalité au sens de l’amortis- 
sement de la fonctionnelle Z (10.23) de u° qui satisfait de plus à 
l'équation (10.27), on écrit 


dv s V 

+ fo(x, u°, DT (S-+fe) — 0 (10.28) 
ou 

W (, x, w)=inf W(£, x, u)= —<+., (10.29) 

u€G 
avec 
Wéxu)= D ff (10.30) 
s=1 


Calculons J (10.25) pour la commande u° (f) et le mouvement 
associé. Intégrons (10.27) entre {° et #° où la courbe intégrale atteint 
la surface S sous l’effet de u° (ft): 

gs 
V (x (#2), )—V (x, ti) + | fo(x, u, t)dr=0, 
d’où 5 
tf 
J (u°) = p(x° (#5), &) + [ fo (x, uo, t) dr = V (x°, 5). (10.31) 
to 
9—0456 
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Supposons que u (t) est admissible et assure à J une valeur plus 
petite que ne le fait u° (1), i.e. J (u) < J (u°). Par suite de (0.28). 
ou de (10.29) on a pour cette commande 


dVidt + f) (x, u, t) > @ (t), (10.32) 


avec @ (t) une fonction non négative. : 
Intégrons (10.32) de t, à t, où x (t,, x°, t,, u)E S, il vient 
mn 41 
p(xt, a)—V(x, ti) + | fo(x, u,T dr> | @ (t) dr, 
to to 
J (&) — J (0°) > 0 


ce qui contredit l'hypothèse de choix de u (t) et démontre du même 
coup le théorème. 


Cons£QuENCr. Soit (10.19) avec les contraintes (10.19’) imposées 
aux commandes et f (x, u, t) = fo (x, t). Dans ce cas, la commande 
optimale relativement à l'amortissement de L (10.23) se définit par la 
formule (10.21) et l’équation (10.27) se met sous la forme 


HD  Î 3158, Ôzs 


J=i s=1 


On en tire V ” x) sous la condition V ({, x) = p (t, x) sur S. 

3° Passons à une méthode utilisant les multiplicateurs de 
Lagrange pour établir ensuite le principe du maximum de Pontria- 
guine qui constitue une condition nécessaire d’optimalité. 

Soit le système optimal 


x = f(x, u), (10.34) 


avec x = (z,, . .., Tn) u — (u,, ..., u,). Les seconds membres de 
(10.34) sont supposés définis pour uEUCE,, xCE,, réels et 
continus par rapport à l’ensemble de toutes les variables et con- 
tinuement dérivables par rapport aux composantes du vecteur x. 


DeriNiTiON 10.4. Une fonction vectorielle réelle, continue par 
morceaux u (t) s'appelle commande admissible si 1) u() EU, tE€ 
€ (to, 1]; 2) u (t) possède aux points de discontinuité une limite à 
gauche et une limite à droite; 3) la fonction u (t) est continue aux 
extrémités de l'intervalle [t,, t,] et prend aux points de discontinuité 
une valeur égale à la limite à gauche. 


Soit l’état initial x° et l’état final x! du système commandé. 


d’où 


+ fo(x, t)—0. (10.33) 
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DérFiNiTIoON 40.5. Une commande admissible u® (t) qui transfère 
le système de l'état initial à l'état final dans le temps [t,, 1] est dite 


D] 


optimale relativement à la fonctionnelle 


{1 
sd 


J= | f(x: u) dt (10.35) 
to 


si c’est elle qui, parmi toutes ces commandes admissibles, rend (10.35) 
le plus petite possible. Ceci étant, l'instant initial t, et l'instant final & 
sont fires ou non. Le premier est au moins supposé fire parce que la 
substitution t — t + c, avec c une constante réelle, ne modifie pas le 
système commandé ni l'ensemble de commandes admissibles. 

La fonction f, sera supposée ayant les mêmes propriétés que les 
composantes du vecteur Îf dans le système (10.34). 

Admettons l'existence d’une fonction V'(t, x) définie pour 
tElto, 1], x E E,, réelle, continue, continuement dérivable par 
rapport à £ et aux composantes de x et telle que V (t,, x!) = 0. 
Posons 

t 


z=V(t, x) + | fo (t, x, u) dt. (10.36) 
to 
Désignons par W la dérivée totale de z le long de la courbe inté- 
grale du système (10.34): 
= W= + (grad V, ft, x, u))+fo, (10.37) 


et par u° (, x) les valeurs du vecteur u pour lesquelles W (t, x, u) 
est minimale : 


W (4, x, u° (ft, x)) = inf W (+, x, u). (10.38) 
ue 

Supposons que | 
W (t, x, w (4, x)) = 0, (10.39) 

et qu'avec la commande 
u = u° (i, x), (10.40) 
le système (10.34) passe de l’état initial x° dans l’état final x. 
Notons x° (f) la solution associée de (10.34) qui vérifie l'égalité 

x° (t) | t=to — x’, 


et u° (t) la valeur de uw° (x, t) sur la courbe x° (1). 

Admettons encore que u° (x, t) est une fonction vectorielle con- 
tinuement dérivable par rapport aux composantes du vecteur x; 
comme il s’agit d'un point intérieur à U, les conditions (10.38), 


9+ 
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(10.39) entraînent 


dW(t, x, u0(t, x) __ 8W a WW du | 
dx; on UE) PARTS OUR j Oz} — 0. (10.41) 


En dérivant à gauche par rappcrt à x;, les autres composantes de 
x s’interprètent comme paramètres indépendants de x;. Cette égalité 
donne 0W/0x;, i.e. 


o OV , a OV ôfs à do 
art D fa + de 2 —0, (10.42) 
ce qui se récrit 
Os + fo 2 
dt (a Ôz ; H)+5E Ozs EP Ôz —. (0:48) 


Dans les deux dernières formules, V (t, x) est supposée deux fois 
continuement dérivable par rapport à ses arguments. 
Posons 


OV/ôx; = Àj(t) pour x = x° (t). 


Dans ce cas on peut récrire (10.43): 


dfs_ | ôf 
À + 2 PTE Ge — 0 (10.44) 


Soit Xo= fo, A0 et 
H=YŸ Auf (é, x, u). (10.45) 
On a alors s 
z;=0H/0h, Àj= —0Hlôz). (10.46) 


Le svstème (10.46) est un système différentiel canonique. On 
voit des développements précédents qu'il est vérifié par les fonctions 


x=x°(t), u—u°(t), 
À, = Er pour x= x ({), (10.47) 
tt 


Ao—=1, Xo(t) = | Îo (X, u, T) dr. 


to 
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Considérons la fonction Æ (t, x° (t), u, À (t)). Elle atteint pour 


u = u° (if) sa plus petite valeur — Cr 0 . En effet, 


WG x(),u= TEL Le, x(), AE), u). 


Etant donné (10.39), on a 
infW=W (t, x°(t), u°(x°(#), t)), 
uEeU 


donc 
inf H (4, x (0), (0, ut) 
uEU 


Ainsi, on a le 


TH£OREME -10.3. Si 1) il existe une fonction V (t, x) définie pour 
tElto 1], XEE,, deux fois continuement dérivable telle que 
V (4,, x) = 0; 2) il existe une fonction w (ft, x) continuement déri- 
vable telle que u° (t, x) est un point intérieur à U et 


As x, u)=W (t, x°(t), u°(é, X(t))) = 0; 


3) la commande u = u° (t, x) transfère le système (10.34) de l'état 
initial x° à l'état final x!, il existe alors une commande optimale w (t), 
un mouvement associé x° (t) et une fonction À; (t), j = 0, 1, .. .n, 
tels qu'ils vérifient le système différentiel canonique (10.46), la fonction 
H (t,x(t),u,X(t)) prenant pour u = u° (t) la plus petite valeur 
OV (t, x°(t)) : 

LL ot ? 

H(t, x°(t), A (t), u°) — Done x° (£), À, u). (10.48) 

uE ° 


REMARQE 1. Considérons la fonctionnelle 
{1 
J=P(x)+ | fe x, u.)dt (10.49) 
o 
sous l'hypothèse que l’état terminal x! se trouve sur la variété lisse 


(x) =0, j=1,...,k. (10.50) 
En remplaçant la condition V (£,, x!) — 0 du Théorème 10.3 par 
Va x)=P(x) et g(x) =0, j=1,...,8k, (10.51) 


on conserve l'affirmation, mais on ne dispose en général que d 
n + k conditions aux limites pour déterminer les fonctions À; (t) 

.., A, et x (t), j = 1, ., A, à savoir l'état initial du 
Stein (10. 34) pour & — t, et k conditions pour l’état terminal 
(10.50). On montre que les conditions manquantes se définissent 
à partir de (10.51). La condition (10.51) est que V <e transforme pour 
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t—t, en une fonction P (x') donnée sur la variété (10.50). Soit 
x! un point vérifiant (10.50) et la condition 

V (ti, x) = P (x). 
Comme les équations (10.50) sont celles d’une variété lisse de di- 


mension x — k, il y a par définition indépendance linéaire des grad g;, 
= 1,..., k. Notons a = (a, ..., a,) un vecteur orthogonal 


à tous les grad g;, j = 1, . .., k, à la fois. Soit ensuite une fonction 
vectorielle x = x (e) telle que 
_ . _— dx _ 
g(x(e)=0, j=1,...,k, x(0)=x et — 0 = à. 


On a alors V (4, x (e)) = P (x (e)). Dérivons la dernière égalité par 
rapport à e et posons e = 0, il vient 


(grad V (£, x!), a) oi (grad P (x!), a), 
(grad g;(x!),a) = 0, j=1,...,k. 


Etant donné que a est arbitraire dans l’espace orthogonal aux 
grad 8. les dernières égalités ont lieu simultanément si et seule- 
ment si grad V ({,, x!) — grad P LE est contenu dans l'espace 


engendré par les grad g;, j = 1, , k. Il existe donc des constan- 
tes L,, ..., l, telles qu'on ait 
k 
grad V — grad P+ D l,grad g.. (10.52) 
Er. 
Comme j 


Aj(t) = 9V/0z, pour x = x° (t), 
on a, à partir de (10.52), 


OP (x) ’ dg j (x!) 
À, (ti) = ôz, +S l, Ôzs S — 4; . 


? 


., nr. (10.53) 
J=1 

Les égalités (10.53) s'appellent conditions de transversalité. Elles 

introduisent les constantes inconnues supplémentaires /,, ..., l, 

et les inconnues sont maintenant au nombre de 2n + k, à savoir 
mo, AGet l, s=1,...,n; j—=1,...,k. 

Les conditions aux limites pour les définir sont également 2n + 4: 
l’état initial, la condition (10.50) et la condition (10.53). 


EXEMPLE 10.3. Etant donné 
x=P(hx+Q(u+F(s, (10.54) 
t 
Le [ LAS (4) x + B* (+) u] dt + C*xt, (10.55) 
le 


ASx+0b;=0, Il 55%, (10.56) 
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on demande la commande u° (t) optimale relativement à la fonctionnelle (10.55), 
qui transfère le système (10.54) d'un état x — x° donné au temps t = t4 sur 
la variété (10.56) avec les contraintes 


lul A =, (10.54) 


imposées à la commande. Les éléments des matrices P, Q et les composantes 
des vecteurs F, A, B seront supposés réels, continus par morceaux, définis pour 
t E [to, 1] et les composantes de C, de A; et b, des nombres réels. On admet 
naturellement l'indépendance linéaire des A;. Posons 


V{t,x)=2t(t)x+op(t), s=V+ | [A*(t)x+B*t)u]dt, (10.58) 


=) 


i=W=(G+AP+A*)x+p+AF+(A*Q+Bu. (10.59) 
La dernière fonction prend la plus petite valeur dans la condition (10.57) 

au point 
uj(t) = —sgn (A*Q + B*)y, j=1, ..r. (10.60) 


L'indice j à droite désigne la j-ième composante du vecteur dans la parenthèse. 
Choisissons @ et À de façon que la fonction (10.59) s'annule dans la condi- 
tion (10.60). On a 


À + A°P + A° = 0, (10.61) 


F7 


p+AF— D (1°0+B*);—0. (10.62) 


2—= 


La Remarque 1 entraîne la condition de transversalité pour les composantes 
de À. Elle s'écrit en l'occurrence 


R 
A (t4)=C+ D LA. (10.63) 
3=1 


Ces conditions permettent de définir À moyennant (10.61), À étant une fonction 
linéaire des L, ..., ln. 

Les égalités (10.60) donnent alors les commandes dépendant des constantes 
L, -.., LR qui assurent à la fonctionnelle (10.55) la plus petite valeur. Par 
substitution de (10.60) dans (10.54) et par intégration de ce système avec la 
condition initiale x = x° pour t = t,, on obtient la courbe optimale cherchée 
x° (4). Cette courbe est toujours fonction des constantes L,, . .., L,. Son report 
dans (10.56) fournit k équations pour déterminer L,, ..., l, qui peuvent être 
résolues avec une précision demandée quelconque. 


Le Théorème 10.3 et la Remarque 1 sont de caractère suffisant. 


Faisons intervenir le vecteur y = (xs, z1, . . ., zh), Où xo = 
t 


= | fo (x, u) dt. Ce vecteur vérifie le système 
to — 
dyldt = F (y, u), (10.64) 
avec 


F (y, u) = [fo (x, u), fi (x, u), ..., fn (x, u)l. 
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Supposons l'existence d’une commande admissible u = u ({) 
qui transfère le système (10.34) de l’état initial x° à l’état final x! 
dans le temps Ît,, t,]. Elle amène alors le système (10.64) de l’état 
initial y° dans l’état final y! durant la même période. 

Considérons l’équation aux dérivées partielles 


+ D fe u() = 0 (10.65) 
s#=0 


et formons sa solution 
V(t y) = (M, [y — y) pour t = t;, 
avec Àl un vecteur constant réel. Notons 


y =y{(,n) (10.66) 


la solution générale de (10.64) dans la condition y (4,, 9) = y! + n, 
n étant un rayon vecteur arbitraire réunissant y! à y, de longueur 
suffisamment petite. 
Désignons par y (t) la solution associée à u (t) qu’on obtient de 
(10.66) pour n = 0, de sorte que y (t,) = y° et y (£,) = y!. 
Résolvons (10.66) par rapport aux composantes du vecteur n. 


On a 
n = 6 (4, y). (10.67) 


Les composantes de cette fonction vectorielle sont les intégrales 
premières du système (10.64) et elles en forment le système complet. 
Il découle des raisonnements précédents que 


ë (£, n a y) = 1". 
Considérons la fonction 


V= Qi, (y, 8 (6, y)) — y). (10.68) 


Comme elle est fonction des intégrales premières de (10.64), elle 
vérifie nécessairement le système aux dérivées partielles (10.65). 

Posons t = à, y = n “+ y! dans (10.68). On a alors V (f,, n + y!) 
= (Al, n), d’où 


V (4, y) = (À, [y — y). 


Cette égalité a lieu au moins pour tous les points y dans une sphère 
de centre y! et de rayon suffisamment petit. 

Ainsi, la formule (10.68) donne la solution cherchée de l'équa- 
tion (10.65) au moins dans un tube suffisamment petit d'axe y — 
— y (t), notamment la fonction (10.68) est définie pour t € [t, ti] 
et || y — y (t)I|-<< 8, 8 étant une constante positive suffisamment 
petite. 


$ 10] AMORTISSEMENT OPTIMAL DES REPONSES TRANSITOIRES 1437 


Si l’on prolonge u = u (t) par continuité sur l’intervalle plus 
vaste [#, t;], la formule (10.68) Métinit la fonction cherchée sur cet 
intervalle élargi. 

Posons 

À; = 0V/0y; pour y = y (t). (10.69) 


Il résulte alors de (10.69) que À (t) = À! pour t = t, avec À — 
= (À, -.., Ân). Une dérivation formelle par rapport à # de la 
dernière relation donne 


dhj __ 9 8 © 4 
CRRCTEUE EL (y (£), u (6))- ETÉ 
= 


Portons (10.68) dans (10.65), dérivons par rapport à y; l'identité 
obtenue, permutons l’ordre de dérivation et posons y = y (t), il 
vient 

_4 9V Ôfs_ à 


comme 0V/0y, — pour y = y (f) 
On trouve en comparant les deux dernières égalités: 


y  éf. (y u(r) | 
Er =-5 ho, j=0,...,n. (10.70) 


Posons 
H=2 Af; (y, u (t))- 


On voit aisément que les systèmes (10.64) et (10.70) se mettent sous 
forme de Hamilton 
dy,ldt = 0HI0X,, dhldt = —0H/ôy,, s = 0, ..., n. (10.71) 


Montrons qu'il y a, en effet, entre les composantes des vecteurs 

y (£), À (t) et de la commande u (t) le système de Hamilton (10.71). 

Le résultat analogue établi précédemment ne reste vrai que si la fonc- 

tion V admet des dérivées partielles secondes continues par rapport 
à tous ses arguments. 

Notons e; un vecteur unité du système cartésien dans l’espace 
des variables y. Substituons (10.68) dans (10.65) et posons y = y (v), 
avec y (rt) solution du système (10.64) sous la condition initiale 
y(Tt) = y(t) + e;y; pour t = +. Intégrons l'identité obtenue sui- 
vant la courbe Re y = y (1) entre t et £,: 


Î [are #09) + À fi (), u (r)) EYE) | dr=0. (10.72) 
t 
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Ajoutons et retranchons du premier membre l'expression 
u n 


(SA (0-1, Fr), u (x) dr. 


t s=0 


ti 1 n 
[re F+Df. (SE —2,)]er+ | 3 a, ar =0. 
Posons Lo 
Vi=V— D (y; (rc) — 3; (x). (10.73) 
(10.72) devient dans ce cas 


4 Ena+| (54 


2 (y, (r)— y (0) — A (7) y (9 ] x + 


Un 


+ XD fdr=0, (10.74) 


t s=0 
d'où 


—[V (4, y) +e;y;) —ke;y;] + 


ti 
+ [1û, Gt—y 0, ÿ()+0, F6 uiér=0. 
t 
Dérivons par rapport à y, et posons y; = 0, il vient 


JG #)+( H)jes-0 


Procédons à une dérivation de cette égalité par rapport à t: 


Os 
+ D a = 0. 


s=0 


On utilise l'égalité 0y/0y, = e; pour t = t. Ainsi, on a établi la 
relation (10.70) sans des hypothèses supplémentaires sur les seconds 
membres de (10.64). 

Montrons que pour u (t) optimale il existe un vecteur constant À! 
tel qu’on ait l'inégalité fondamentales du principe du maximum 


H (y, u (, À (6) A (y (6), u, À (6) 


quel que soit u € U, À (t) étant un vecteur satisfaisant à la condi- 
tion initiale À = À! pour t = t,. Avant d’en aborder la démonstra- 
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tion, voyons en détail ce qu’est la condition nécessaire d’optimalité 
de Weierstrass. Admettons qu’on est dans les conditions suivantes: 

a) les fonctions f, (x, u), s = 0, 1, ..., n, sont données pour 
xC£,, uEUCE,, réelles, continues et continuement dérivables 
par rapport aux composantes des vecteurs 


X— iii, Zn); u = (4, ..., Ur) ; 
f1 


b) la matrice À — | BB*dt est non singulière, B = Y-Q; 


to 
ici Y est la matrice fondamentale du système linéaire dx/dt = Px 
avec la condition initiale Y (t,) = £; on a de plus 


p={}, o={#) pour x=x°{(t), u—= w (t); 


c) la commande optimale u° (t) est à l’intérieur de l’ensemble U 


pour t € [£,, t,l, autrement dit, pour u (t) une fonction continue par 
morceaux définie pour £ € [t,, t], la commande u (#, &) = uw (ft) + 
+ eu (f) est à valeurs dans U quel que soit e suffisamment petit. 


THÉOREME 10.4. Hypothèses a), b), c). Si u° (t) est une commande 
optimale et x° (t) le mouvement associé, alors 

1) il existe une fonction V (t, y) vérifiant pour u = uw? (t) l’équa- 
tion (10.65) et la condition aux limites 


4 (t, y) = (A, (y nn y); (10.75) 


2) la fonction W (t, y, u) = 4 + D f,(t, y, u) a prend pour 
s=0 s 

y = y° (t)et u = u° (t) La plus petite valeur égale à 0. On a l'inégalité 

W (4, y° (6), u° (9) SW (t, ÿ° (+), u) (10.76) 


pour u € U, ou encore 
aW 
ou; D 


(10.77) 


pour u = uw (ft), y = y° (t) et 
H (t, y° (e), u° (4) < A (4, y, u), (10.78) 


uÇU et H= 2 Mi; (y, u (t)). 


Ceci étant, les fonctions À (t), y° (t), u (t) sont reliées par le système 
hamiltonien (10.71). 
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DEMONSTRATION. Nous avons déjà prouvé l'existence de la fonc- 
tion V de la première proposition. Il reste à montrer que le choix 
du vecteur constant À! peut être tel qu'on ait la seconde proposition. 

Montrons que ce À! existe. Construisons une famille de commandes 
u (t, e) de façon que 

u(i, O)—u®(t) et LA 


de 0 ” (ë), 


avec u (t) une fonction continue par morceaux définie sur l’intervalle 
[é,, 1] et orthogonale sur cet intervalle aux colonnes de la matrice B* : 
{1 
Î Bu (t) dt =0. (10.79) 


to 


La contrainte essentielle imposée à la famille u (f, e) est cependant 
que la trajectoire x (f, e) engendrée par cette commande passe du 
point initial x°, au temps {,, au point final x!, au temps #,. L'existen- 
ce de cette famille sera établie plus bas. 

En désignant par y (f, e) la solution correspondante de (10.64), 
on a 


{1 
[WG y e), ue e))dt=V (4, y, €) —V (to, #)=— 


lo 
1 


= (M, (7, 8) — 917) = 0 À LO(K(E, 8), u(ë, e))— 


— fo(x°(é), uw (t)}]dt. (10.80) 


Le premier membre s’annule pour e = 0. Comme À, peut être > 0, 
on a pour & — 0 le minimum global. Donc, la dérivée par rapport 
à e pour e = O s’annule. D'où 


t1 ti 
ôW ôy W —\1,, W  —\ ,, 
to to 
vu que LACET) = 0, ce qui résulte de (10.65). 
Choisissons À! tel que 


\ B EE dt=0. (10.82) 


to 


Autrement dit, le vecteur (0W/ôu)* doit être orthogonal aux colon- 
nes de la matrice B*. 
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Supposons À! choisi par la condition (10.82). Si l'on pose 
de at OW (£t y°, ut) 
PORT ES 
on a, à partir de (10.81), 


t1 7 
D (5) &=0. 


to )=1 


D'où Er — 0. Donc u = u° (t) est un point stationnaire 

æ 
de W (t, y°, u). Montrons que cette fonction y est le plus petite 
possible. Prenons un vecteur constant u’ € U et un point {’E[t,, à] 
en lequel u° (f) est continue. Construisons u” (t, e) de façon que 
u’ (t,e) = u’ pour tElt’,t, + el, u’ (f,e) —> u° (é) et que le mou- 
vement x’ (f, e) soit celui que le système effectue entre l’état initial 
x° et l’état final x! durant le temps [t,, t,]. L'existence de cette fa- 
mille de commandes sera prouvée plus loin. 

Observons que la famille de commandes en question et les familles 
de solutions correspondantes ne sont données par definition que 
pour & > (. 

Notons y’ (ft, e) la solution associée de (10.64). On a 
ti 


| WE, y, 8), uw (6, e)) dt — 


to 
{1 


= | [fo(x’(t, e), u’(t, e))—fo(x°(t), u°(t))]dt. (10.83) 
to 
Soit À, >0. Le second membre de la dernière égalité s’annule 


pour € — 0 et il est non décroissant pour &e croissant. Sa dérivée 
par rapport à e calculée pour e& = 0 est donc non négative. D'où 
{1 
_ [ W (t, y’(t,e), u’(t, e)) dt>0 pour #—0. (10.84) 
to 
Calculons la dérivée du premier membre: 
t1 t” 


| Wa=\ W (t, y’(t,e), u'(t, e))dt+ 


to to 
t’+e {4 
F3 | W (t, y’(t,e), u’)dt+ [ W(£, y'(t,e), u’(t,e))dt. 
t’ t’+e 


On obtient par dérivation 
WE, yEu)—-W(t,y(4),, w(&) 20 (10.85) 
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L'inégalité (10.85) a lieu parce que 04W/0y = 0 et 0W/ôu = 0 pour 
y = yÿ° (#4), u = u° (t). Introduisons dans (10.85) la fonction }, 
il vient également 


H (y°, w) < H (y, u) pour uE U. 


Notre démonstration s'achève sur la remarque suivante: en 
faisant tendre {”’ par continuité vers le point de discontinuité de 
u° (t), on obtient (10.85) pour ces points. 


REMARQUE 1. Nous avons utilisé la possibilité de construire une 
famille de commandes u (f, e) qui transfère le système d’un état 
initial x° donné à un état final x! donné dans le temps Ît,, 2]. 


Ceci étant, ut, e) = u° (t) pour e = 0 et = — ut) pour 
{1 
e — 0, avec | Bu dt = 0. Montrons qu'il y a existence. Posons 


to 


u(t,e) = u° (t) + B*e + eu (t), 


avec c = c (e) un vecteur à déterminer qui dépend de & et doit être 
choisi de façon qu’on réalise toutes les conditions énumérées. 
Posons u = u (t,e), x = x ({, e) dans (10.34), multiplions terme 
à terme par Y -! (t) et intégrons de £, à £, sous l'hypothèse d’un trans- 
fert entre x° et x!. On obtient 
ti 
YT1 (4) xi— x — | Yt[f({, xt, e), u(t, e)— Px(t,e)]dt. (10.86) 
to 


Interprétons (10.86) comme un système pour déterminer la 
fonction implicite ce — c(e). Il a pour solution e = 0, e = OC. 
Cherchons le jacobien des seconds membres par rapport à c,, . .., cn 
pour e=0,c—0.Ona 

{1 ti 
> Of x (1 ® dy + 
| v(LErdpr-p#) at= | BB" dt 
to 10 
parce que ôf/ôy = P pour e& = 0, ce = 0. 

Ainsi, le jacobien des seconds membres de la fonction (10.86) 
par rapport aux variables c,, ..., c, est non nul, et il existe donc 
une fonction vectorielle ce — c (£) vérifiant (10.86). 

On établit par des raisonnements élémentaires l'égalité de/de = 0 
pour e — Ü et les propriétés demandées de la commande obtenue. 


REMARQUE 2. Dans la démonstration du théorème nous avons 
0 
pris À! tel que le vecteur ARLES an)  jJ—=1,...,r, soit ortho- 
ou 


gonal aux colonnes de la matrice B*. 
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Montrons que ce choix est Here à une constante multiplicati- 
ve près. Posons À — _ ., Àn). On a 


TT = 9 +320. (10.87) 


_—_ 


Le système (10.71) prouve que À vérifie les équations 
À = —P*1— do (2 )" (10.88) 


Multiplions terme à terme par Y* (t) et intégrons entre t, et 4, 
il vient 
ts 


Y*() A (4)—Y* (A (É)— | Y*P*A\ dt— 
{1 


=—{y"(pa+2(<b)"), 
d'où à 
1 (E) = 391 (4) Y® (43) À (#4) + Ro Y°4 (4) Y°(:) (Se) ar. (10.89) 


La substitution de (10.89) dans (10.87) donne 
ôW ô = 
= do 0 + AY (4) Y-1(1) Q+ 


+o[ | Ye1(#)Y* (x) (&) dr |” Q. 


On trouve par transposition, par prémultiplication par B et par 
intégration de t, à 1: 


| BB* dt Ÿ* (t,) +] [8 (%)+ 


: 
FE va (Y* (0 () dr]dt=0. (10.90) 


Cette égalité définit univoquement À! si la constante À, est donnée. 
Soit À9 > 0. Pour A = 0,onaÂ%t=0, V(t, y)= 0 et l'affir- 
mation du théorème devient non significative. 


REMARQUE 3. Dans la démonstration nous avons utilisé la 
famille de commandes de Weierstrass u’ (£, e). 
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Montrons que cette famille existe. Cherchons-la sous la forme 
u’(t,e) = B*c + q [u’ — B*c — u°] + u° (6), 
avec o la fonction caractéristique de [t”, &’ + &): 


1 pour £€{[t’,t’+e), 
= | 0 pour té[t", ’+e). 


Prenons c tel que la solution x’ (f, e) de (10.34) due à la commande 
u” (ft, e) soit de point initial x°, au temps t,, et de point final x!, 
au temps #.. 

En multipliant (10.34) par Y -! et en intégrant entre t, et 4, 
on obtient 

t1 
PH ()xt—xo = À VAS (x (8 8), u°(é, e))— Px' (4, e)] dt — 
to 
fi 
= À VAIF('(E, e), u°+ Be) —Px' (E, e)ldt+ 
to 
t'+e 
+ D YANG (E 6), u')— f(x (6, e), u°(#) + B'e)ldt. (40.91) 
1° 
L'équation (10.91) se présente comme étant une équation pour dé- 
terminer la fonction implicite ce = c (e). 

Il est clair que sa solution pour 8 = 0 est ce = 0. Calculons le 
jacobien des seconds membres par rapport à c1,, ..., ©, pour c = Ô 
g = 0. On a 

{1 
+ { [ Yt[f(x", u°+ B*c) — Px'] dt + 
ac L | 
0 
t’+e 
+ | IR (€), u')— f(x" (6, €), u° (9 + B'e)] dt} = 


{° 


? 


{1 
ne 1 { 9 0y 0f De ôx 
=[ri( etape) dt+ 

to 
a f(x (te). w') x  of(x’(t, e), wo(t)+B*e)  ëx 
+ [ vif EE Rss » ©)s 


GS CSD CRE CR EE SE ES) ( GER ŒtE 


Oz oc 0x 
{ La 
LT | 


af (x (4, e), 0 (t)+ Bo) _ 
ACER TR B°| dt= ( BB" dt. 
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La dérnière matrice est non singulière par hypothèse, et il existe 
donc une fonction vectorielle c = c (£) vérifiant toutes les condi- 
tions requises et telle que c (e) —0 pour e —+ 0. 

Voyons s'il est possible d'affaiblir les contraintes a), b), c). 
Considérons la commande u = u (f, e) et la solution correspondante 
y—= yl(t,e) du système (10.64), avec u (t, e) = u° (t) pour 
té [06,6 + e) et u ({, ) = u pour t appartenant à cet intervalle; 


ici 0 € [t,, t.] est un point de continuité de w° et u un vecteur cons- 
tant € U. 


Calculons V (ft, y (t, e)) et W (t, y(t,e), u(t,e)). On a 
W (4 yGe), u(t e) = 0 
pour {6 (0,6 + e) et tout e suffisamment faible. 


La dernière circonstance découle de la continuité en e au point 


e — 0 de la fonction vectorielle y (f, e). On a de plus y (t, ) —+ y° (t) 
quand e —0. 


Il existe donc e, tel que 1a fonction y (t, e) prenne pour e << &, 
ses valeurs dans le domaine de définition de V (t, y). Compte tenu 
de la dernière égalité, il vient 
ti 


6+e 
[WG yte), ufte)at= | WE, y(6e), u) = 
to 6 
= V (4, y (£, €)) —V (to, y°). 


Par suite de V (t,, y°) = 0 et V (#4, y) = (M, [y — y!]), on obtient 
8+e 


Ü We, y, e), u)dt=(M, [y(t, e)—y}). (10.92) 
ô 


Notons k le vecteur tangent en e = 0 à la trajectoire décrite par 
l’extrémité de y (f,, e): 
d 
k=—— y (és, e). 
On a à partir de (10.92): 
W (6, y° (8), u) = (A! k). (10.93) 


Notons que cette formule s'obtient par dérivation par rapport 
à e, le résultat étant calculé pour e = 0. 


Comme W (t,y, u) = + H (4, y, u')et W (+, y° (+), w° (1) = 
= 0, l'égalité (10.93) fournit 
H (6, y° (8), u) — A (8, y° (8), u° (8)) = (A1, k). (10.94) 
Le vecteur k s'obtient par cette formule. 
10—0456 
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Désignons par Z la matrice fondamentale du système linéaire 
y = Py, (10.95) 
avec P = {2} pour y = y° (t), u = u° (t),et Z (t,) = E, E étant 


la matrice unité de dimension »r + 1. On recherche alors la solution 
du second groupe d’équations (10.71) sous la forme 


à (t) = (Z* (t)) 12% (4) = Z* (1,1) M, 
où Z(t,t)=Z(t,)Z"1(t). On tire de (10.94) 
H (6, y° (8), u) — Æ (8, y° (8), u° (8)) = 
= À# (0) 1f (8, y° (8), u) — f (8, y° (8), u° (8)] — 
= M#Z (t,, 6) [f (6, y° (8), u) — f (8, y° (8), u° (8))] — A1%k. 


At étant un vecteur réel quelconque, on a 


k — Z (4,0) [7 (6, y° (8), u) — f (8, y° (8), u° (8))]. (10.96) 


Soit 8 <8 <...<6, Elt,t,] les points de continuité de 
AE € A SP A ‘des nombres positifs arbitraires et ut, ..., u” 
des vecteurs constants de l'ensemble U. Considérons la commande 


u — ut, &, ..., Em) et le mouvement correspondant y = 
= y(l,e,, ..., 8m) défini par le système (10.64) avec 
u‘(f) pour t41[0;, 6,+e;), 
u, pour {€[8,, 6,+e,). 
Avec les quantités positives &, ..., e. suffisamment petites, les 


formules ci-dessus définissent une fonction continue par morceaux 
qui est une commande admissible. On a comme plus haut 


su (f, €, +1 8m) = | 


1 
f W(t, VE, Bi, Em), U(t, Eu, +. Em)) dé = 


to 


m 0;+e, 
= » ( W(E, y (ë, Ets -e + Em); u,) dt — 
i=1 6; 


7 (A4, [y (£, Et ...) Em) — Y']). 
Posons &e; < t;e. Dérivons la dernière égalité par rapport à & et 
posons e& = 0, il vient 


k= © de y (és, Ets.) Em) 7 > Tjky, (10.97) 


j=1 
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où 
k;—Z(t1,0;)[f(8;, y°(6;), u;)—f(8;, y° (8;), u° (B,))]. 


Il existe, aux termes du théorème précédent, un vecteur À! tel 
que (À!, k) > 0 pour tout k choisi par la formule (10.96). 

La formule en question se déduit sous la seule hypothèse des 
fonctions f,, s = 0, 1, ..., nr, continuement dérivables par rapport 
aux composantes de x. Montrons qu'il existe sous cette condition un 
vecteur À! pour lequel on a 


H (6, y° (8), u) — H (6, y° (8), u° (8)) > 0, 


avec BElt,t,), uE U. 
Prouver cette affirmation c'est démontrer le principe du maxi- 
mum pour le cas étudié. 


Supposons que —e,, e9 = (1, 0, . .., 0), s'écrit —e, — à Tjky 


Je 
et que parmi les vecteurs k,, . .., k,, il s'en trouve m linéairement 
indépendants, i.e. le vecteur —e, est intérieur à un cône convexe 
engendré par les vecteurs (10.96) et 


uEU, BElt, à]. 


On montre qu’il existe nécessairement une commande u — 
= u(l, &,, -.., Em) qui assure à la fonctionnelle J(u) une valeur 
inférieure à J(u°). 

Admettons qu’il y a existence. Il correspond alors à cette com- 
. le mouvement | = Y(l, Ey, . -., Em), Y = Y° pour t{ = 

= y}, S = 1, , A, pour t = t,. Le rod de Z (t,,t) 

et de do. 64) donne après une intégration de t, à { 
Y (las Eu, +. ; Em) — Z (ti, to) Y° = 

t1 
= | Zita, t)IF(Y(É, 8... Em), U(, &1, ...Em))— Pyldt. (10.98) 

to 
Posons & = 8 =... = 8m = 0, il vient une relation pour uw (é), 
y° (£), d’où, compte tenu de (10. 98), 

{1 

AUT Et» -. 1 Em) —Y" = | Z (ts, t) [(7 (y (£, €), u (£, e)) — 


to 


— f(y9 (6), u°(t)))— P(y(t, e)—y°(t))]dt. (10.99) 


Si l'on pose ici 


(fi, Es -.., Em) —Y'=E€ D Tjk;, (10.100) 
2= 


10% 


148 SYSTÈMES DE COMMANDE OPTIMAUX [CH. I 


alors l'équation (10.99) admet nécessairement pour solution 
eg = 0, E = Ba eee = Em = 0. 


Calculons le jacobien des seconds membres de (10.99) par rap- 
port aux variables &,, ..., Em pour & = 8 =... = Em =. 
On vérifie facilement que cette matrice a pour colonnes les vecteurs k,;, 
1—=1,..., m, et son rang est donc m + 1. Aussi les équations 
(10.99), (10.100) possèdent une solution e; = ey(e) pour e > 
suffisamment petit et 


ey (e) = Te + 0 (e), j=1,...,m, 


avec 0 (e) d'ordre infinitésimal supérieur à €. Avec ces e,, e suffi- 
samment petit , la commande u (ft, e,, ..., e,) est admissible, elle 
transfère le système de l'état initial x° à l’état final x! et assure 
à la fonctionnelle J (u) la valeur J (u°) — &, ce qui est impossible 
vu que J (u°) en est la valeur optimale. Ceci montre l'impossibilité 
pour —e, d’être intérieur au cône mentionné; ce vecteur se trouve 
donc sur sa surface ou lui est extérieur. Il existe alors un hyperplan 
séparant (A! (y — y!))] = 0 possédant la propriété (A1, k) > 0 et 
(—À!, e,) < 0, avec k défini par l'égalité (10.96). Nous avons donc 
établi l'existence du vecteur À! cherché. 

4 Examinons les commandes dans le cadre des situations de 
conflit. Soit le système différentiel 


x = f(t, x, u,,u.), (10.101) 


avec x le vecteur d'état du système, u, et u, des commandes, 
f(t, x, u,, u.) une fonction vectorielle. 

Les vecteurs x, u,, uw, sont de dimension respective n, r;,r, 
et on suppose donnés l’état initial x = x° pour t = f, et l’état final 
x = x! pour t = t,, avec Î, << f, fixes. 

Admettons que u, et u, sont telles qu'on définisse sur les courbes 
intégrales du système (10.101) et sur ces commandes la fonctionnelle 


J = J (uw, u,). (10.102) 
On demande les commandes u!, u: pour lesquelles 


min max (J (u,, u)) = max min(J(u;, u))=J (u9, u°), (10.103) 

u1EU: u2EU2) u2EUsz u1EU1 
U;,, U: étant des ensembles de commandes admissibles. Notons que 
u‘, u° se définissent parfois à l’aide des contraintes supplémentaires 
sur les commandes admissibles u,, u,, contraintes qui sont analyti- 
ques ou de caractère général. u, et u, sont par exemple astreintes 
à être telles qu'il existe des courbes de (10.101) suivant lesquelles le 
système passe de l’état initial dans l’état final ou qu’il y ait stabilité 
d’une solution, et ainsi de suite. 
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En théorie des jeux différentiels, les commandes u,, u, sont 
connues sous le nom de stratégies des joueurs, et le vecteur x décrit la 
position de l’état du jeu. Deux stratégies u,, u, forment un couple 
stratégique. Le couple stratégique (u?, uf) satisfaisant à la relation 
(10.103) définit une position d'équilibre et les stratégies u°, uw$ sont 
dites optimales. La fonctionnelle (10.102) constitue le critère de coût. 
S'agissant d’un point d'équilibre, le critère de coût coïncide avec la 
valeur du jeu. 

Exposons des procédés de recherche des conditions nécessaires 
et suffisantes d’existence des positions d'équilibre et des techniques 
de leur détermination approchée. Soit la fonction de deux arguments 
Ÿ (x, y) qui prend des valeurs réelles pour xE X, y € Ÿ. Fixons 


un élément x et cherchons l’ensemble de {y} = Y, pour lesquels 
Y (x, y) = max L 4 (x, y) = (x), 
YEY 


puis les éléments {x} € X tels qu’on ait (x) = min (x). On 
xEeX 
a alors f 


p()= min re Cal y). 
xEX yEY 


Il en découle l'inégalité # (x, y) < Ÿ (x, y) pour tout point (x, y) 
avec yE Ÿ.,.. De même, si 


max min W(x, y) = YŸ (x, y), 
YEY xex 

alors 

Pour 


min max W(x, y) = max min W(x, y)=— W(xo, yo), (10.104) 
xEX yey YEY xex 


ces relations entraînent 
(ro, Y) < Ÿ (xo; Yo) < Ÿ (x; Yo). (10.105) 
L'inégalité (10.105) est, notons-le, une condition suffisante de 
(10.104). En effet, on a 
min Y(x, y < F(x, y) <max (x, y), 
xex yeY 
d'où 
min max W(x, y) > me F(x, y), 
xEX yeYy 


max min V(x, y) < . max (x, y). 
YEY xex xEX yeY 
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Si (40.105) est vérifié, alors 


min max W(x, y) <Ÿ (xs, Yo), 
xEX yeY 


et 


max min Y(x, y) > Ÿ(xo, Yo); 
YEY xex 


d’où nécessairement la condition (10.104) si (10.105) est juste. 
Nous avons supposé atteints les extréma correspondants. 
TH£OREME 10.5. Si 1) il existe une fonction continuement dérivable 
V = VI, x), 
définie pour tEt;,, ll, xEE,, 
V=V(t,, x!) = 0; 
2) les commandes uf (t, x), w (f, x) remplissent les conditions 
W (t,x,u,w) >W (i, x, u, us) > W (ti, x, uf,u) (10.106) 
et transfèrent le système (10.101) de l’état initial à l'état final avec 
W= + (grad V, f(#, x, wi,jwe))+folt, x, us, uw) (40.107) 
et 
W (t, x, uf, u)=0, u,EU;, u &U:, 


u° et u° sont alors des stratégies optimales par rapport à la fonctionnelle 
tt 
\ J = [ fo (£, X, U:, u:) dt. 
to 
Supposons que u; = u, (f, x) € U, possède la propriété qu'avec 


la commande (u,, u°) le système (10.101) passe de l’état initial dans 
l’état final. ; 


Désignons par x (f, u,, u5) la solution associée du système con- 
sidéré. Le premier membre de (10.106) devient alors une fonction 
connue du temps qui donne par intégration de #, à £,: 

t4 
( fott, x, us, u°) dt >V (to, X°). (10.108) 
10 
Si la commande (u°, u,) transfère le système (10.101) entre les états 
initial et final, on a de même, à partir de (10.106), 
ti 
V (to, X°) > [ fo(t, x, u?, u.) dt. (10.109) 


to 
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L'égalité (10.107) montre que pour la commande (u’, u) on a 


lt 


V (Go, x)= À fott, x, u?, uf) dt. 


Cette relation et les inégalités (10.108) et (10.109) entraînent 
J (ui, u) <J (ui, ui) <KJ (uw, uw), 


i.e. les stratégies u°, u° sont optimales par rapport à la fonctionnelle 
J (uw, u:). 

Admettons maintenant que la fonction V (ft, x) est deux fois 
continuement dérivable et que uf ({, x) et u£ (é, x) admettent des 
dérivées continues. On obtient alors en dérivant (10.107) par rap- 
port aux composantes du vecteur x: 


T1 r2 
dW ô0W 0W du OW low: 
is 1 


dr;  ôz) Ou 0x; pe duz  Ozj 
Etant donnée la validité de (10.106), on a 
OWilôu:; =0, i=1,...,r, 
OWildusr = 0, k—=1,...,7re 
pour uw, = uf, u, = us. D'où 
0W/ôz, = 0. (10.110) 


Posons À; = 0V/ôx; pour x = x° (ft) avec x° (t) le mouvement de 


(10.101) correspondant à la commande (uf, u°). On trouve à partir 
de (10.110) 


dj An éfolti, x0(, u?, uÿ) | éfolt, x0(t), uÿ, uÿ) 
RAM es + 
j=1,...,n. (10.111) 
Posons 


{1 


H= D Mis b=, x0= | foût. 


3=0 to 


Le système (10.101) et les équations (10.111) s’écrivent alors sous 
forme canonique 


z = 0H10h,, 
Ày= —0H/ôx;, j—0,...,n. (10.112) 
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La substitution de la fonction vectorielle x° ({) dans (10.106) 
permet de récrire cette inégalité : 


HE, (0), us, uv) > + (AH (+, x° (4), 9, u?) > 


> + (r, x° (£), u’, u2), 
d’où 
H(t, x°(t), uw, u7) ZA (4, x°(t), ui, u,)> (4, x° (6), uf, uw), 
ce qui signifie 
min max H (t, x°(t), w, u)= max min AH (ft, x°(t), u,, us) — 
u1CU1 u2EU2 u2EUs u:EU: 
= H (t, x°(t), uf, uf). (10.113) 
D'où le 
TagorëME 10.6. Si, sous les hypothèses du Théorème 10.5, la 
fonction V (t, x) est deux fois continuement dérivable par rapport à ses 
arguments et les fonctions vectorielles uw (t, x), u£ (t, x) admettent 
des dérivées continues, alors u{, uÿ sont des stratégies optimales par rap- 
port à la fonctionnelle (10.102) et il existe des fonctions À;, j = 0, ... 
.., R, qui sont reliées aux stratégies optimales et au mouvement 


associé x° (t) par le système canonique (10.112), la fonction H vérifiant 
la condition (10.113). 


REMARQUE 3. Si l'état initial x — x° pour t = t, est donné, 
l’état final se trouve sur la variété 
gs (x = 0, j=1,...,k, (10.114) 


x = x! pour { = t,, et si 


{1 
J (ui, u)= P (x)+ | folt, x, uw, w) dt, (10.115) 
Lo 


les Théorèmes 10.5 et 10.6 restent en vigueur à condition de rem- 
placer la relation V (£,, x!) = 0 par 


V (&, x) = P (xh. (10.116) 


Cette relation a évidemment lieu sur (10.114). On manque en général 
pour 4 << n de conditions aux limites pour définir les solutions des 
équations canoniques. On lève cette difficulté en recourant aux con- 
ditions de transversalité et à (10.114). Pour fixer les idées, les grad g; 
seront supposés linéairement indépendants. On a déjà montré que 
(10.116) donne alors, sous la condition (10.114), 


k 
grad V (4, x!) == grad P (x!) + D l, grad g;, (10.117) 
j=i 
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avec l,, . .., l, des constantes positives réelles. Autrement dit, on 
a à partir de (10.117) 


kR 
À () = 2 + SI, ÆE), s=1,...,n. (10.118) 


0x 
Je : 


La condition (10.118) jointe à la condition initiale x — x° pour 
t = t, et à (10.114) donne le système complet de conditions aux li- 
mites pour déterminer les solutions des équations canoniques. 


EXEMPLE 140.4. Soit le système 


x=P(t)x+Q(t)wu+R (t)ue+F (+), (10.119) 


ta 
J = | (A°x + Bros Btuo) dt + Cu, 
lo 


Ajxi+b;=0, j—1, ..., k. (10.120) 


Prenons V (t, x) — À*x + (ft) et admettons que les éléments des matri- 
ces P, Q, R et les composantes des vecteurs A, B;, B., F sont des fonctions 
réelles, continues par morceaux, définies pour t € {t:, 2.]. 


Les vecteurs A;, j = 1, ..., k, C seront supposés réels et b;, j = 1, ..., k, 
des nombres réels. Admettons de plus l'indépendance linéaire des A;j. Posons 


Z=V(, 2)+ | Fodt, Fo A%x+ Btu+ Btus, 
lo 
On a 


Z=W=V+Fo=(À*+ AP + 24%) x+(19Q+B5) u+ (A9R—+ BE) u + Â*F +0. 
Sous l’hypothèse des commandes u,, u, soumises aux contraintes 


lus; 1<1, y — À, es) rt» LME ST io = À, 7 To» 
on a 


ui, = —sgn (1*QO+ Bt); 
(10.121) 
ui, = Sen (AR + B3)g,, 
lg — 1, coop rt ia—=1Â, og r2. 
Pour les commandes (10.121) on a la relation 


W (t, x, uw, u9) > W (ft, x, u9, uf) > W (1, x, uf, u:). (140.122) 
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Choisissons un vecteur À et une fonction q tels que W (f, x, u?, u?) = 0. Dans 
ce cas 


(A®+A°P + A9) —=0, (10.123) 


iammi 


ç— » B*0+ 8m, 1+ À LOSR4 Et), 1=0. (10.194) 
si 


Dans les conditions (10.123) et (10.124) les commandes (10.121) assurent à la 
fonctionnelle (10.120) les valeurs J (u9, u$), de sorte que 
J (uw, u$) > J (uf, uf) > J (u?, uw). 


Ainsi, ur, uÿ sont des stratégies optimales. Elles dépendent de k constantes 
Li» - --, l arbitraires dont les valeurs se définissent par les conditions 


AÿxŸ+b;=0, j—1, .., R 


CHAPITRE III 


THÉORIE ANALYTIQUE 
DES RÉGULATEURS OPTIMAUX 


$S 11. Synthèse des commandes optimales 
dans les systèmes linéaires à horizon infini 


Soit un système de rx équations différentielles de la forme 
n r 
dr 
Re D Pa (ti D qui (t) wi (E). (41.1) 


i=1 = 


Admettons que les fonctions 
Dr i=ls:s::, nt qu), i=Tt:::., Fr S$S—= 1:20: 


sont définies pour t > 0, réelles, bornées et continues. 
Mettons le système (11.1) sous forme vectorielle 


dridt = P(t)x+Q (tu, (11.2) 
avec x un n-vecteur, u un r-vecteur, P et Q deux matrices de dimen- 


sion rz X nr et rz xX r respectivement. 
Supposons que (11.2) décrit la régulation dans un système physi- 


que, si bien que u,, ..., u, sont les variables de commande et 
Zi, + - +» Zn les variables d’état. Soit la fonctionnelle 
J = W dt, (11.3) 


où W*° est une forme quadratique des x,, ze, . . ., Zn, Uy, Uo, + - ., Ur 
telle que 


ñn Tr 


W2=— > Gain +2 À à buts 2 cui. (11.4) 
1=1 J= s 2= 


1, ke 
Le second membre s’écrit sous forme vectorielle : 
W? = x*Ax + x*Bu + u*B*x + u*Cu, 
avec À, B, C des matrices de dimension correspondante, l’astérisque 
désignant la transposition. Tous les coefficients de la forme quadrati- 
que (11.4) seront supposés définis pour t > 0, réels, bornés et con- 


tinus. Notons que la symétrie de À et C est toujours sous-entendue 
dans la dernière formule. 
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Faisons une hypothèse d’un grand intérêt pour la suite : la forme 
quadratique u*Cu est une fonction définie positive des variables. 
Autrement dit, nous supposons qu’il existe un nombre a >> 0 tel 


que u*Cu >a > u? quels que soient t > 0. 
=! 


DérinrrioN 14.1. Des commandes u,, . .., u, sont dites admissi- 
bles si 
1) u= à ms (t) Zi, Jia r, (11.5) 


où my, sont des us définies pour t => 0, réelles, bornées et con- 
linues ; 

2) chaque solution du système (11.1), qui vérifie pour t = t, la 
condition initiale x = x,, satisfait à l'inégalité 


[x] oi] xo(le-cat-"0 (11.6) 
pour t >to > 0, c1, ce étant des REY) boue qui dépendent en 
général des mn (t), j =1,. oi ..., n, et 


Ix]= LS: a. 


Portons dans (11.1) les commandes admissibles, il vient un systè- 
me d'équations différentielles ordinaires linéaires homogènes dont 
la solution triviale est asymptotiquement stable au sens de Ljapunov, 
et cela uniformément en t, => 0. Notons que les commandes admis- 
sibles se définissent (cela découle de (11.5)) par l'égalité vectorielle 
u(t, x) = M (t) x. 

Choisissons un vecteur initial x, et une commande admissible 
u (t, x). La fonctionnelle (11.3) admet alors l'écriture 


J (Xo, u) = 27 
0 


En vertu de (11.6) J (x,, u) est finie pour toute commande 
admissible. 


DeriniIrioN 11.2. Une commande admissible u, = M,x est dite 
optimale par rapport à la fonctionnelle (11.3) pour x, fixe si c’est elle 
qui, choisie parmi toutes les commandes admissibles u (t, x) = M (t) x, 
minimise la quantité J (x,, u). 

Etablissons maintenant les conditions d'existence d’une com- 
mande optimale et les méthodes de calcul de celle-ci. 

LEMME 11.1. Siu(t, x) = M (t) x est une commande admissible, 
il en est également de u (t, x) + eu (t, x) pour | e | suffisamment petit, 
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u(t,x)=N(t)x. N (t) est une matrice r X n qui a tous ses éléments 
définis pour t > 0, réels, bornés et continus, et e un nombre réel. 


DEMonNSsTRATION. Nous allons nous attarder un peu sur la dé- 
monstration pour pouvoir utiliser dans la suite certains résultats 
de la théorie de la stabilité. Posons 


Lo 2. Bin (t) Tir, (11.7) 


avec By (ét) définis pour t => 0, réels, bornés, continus et tels qu'il 
existe deux nombres positifs B, et B, vérifiant les inégalités 

—Ball XI <'W << —$Pall xIf. (11.8) 

Soit x = P(t)x un système arbitraire d'équations différen- 

tielles linéaires dont on sait qu’il possède la solution triviale asympto- 


tiquement stable, toute solution du système satisfaisant à des iné- 
galités de la forme (11.6). La fonction 


v= (—W) dx (11.9) 
t 
peut alors s’écrire 
V= D antitr (11.10) 
1, Rei 
avec in, À = 1, ..., n, définis pour { => 0, réels, bornés, continus 


et tels qu’il existe deux nombres positifs &, et &, vérifiant les iné- 
galités 


dll XF < V ll xff. (11.11) 
Entre V et W on a évidemment la relation 
dVldt = W (11.12) 
ou 
D. S Ve = | 
+2 (D Puz)=Ww. (11.13) 
s= | i=1 


La dérivée totale dans (11.12) est prise suivant les courbes inté- 
grales du système linéaire considéré, elle a donc la forme du pre- 
mier membre de (11.13). 

Notons que la réciproque est vraie: s'il existe deux fonctions 
de la forme (11.10) et (11.7) vérifiant les inégalités (11.11) et (11.8) 
et liées par l'équation (11.13), toute solution du système en ques- 
tion satisfait à une inégalité de la forme (11.6). 


Supposons que la matrice P est de la forme 


Pt =P(t)+Q(t) M (). 
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La commande u (ft, x) — M (t) x étant admissible, on construit 
pour W de (11.7) moyennant (11.9) une fonction V telle que (11.11) 
aient lieu. Considérons la dérivée totale de V calculée, pour u — 
= M (x +eN (t)x, à partir du système (11.1). 

On a 


+ DE 7 IP.) x+Q (6) M (H)x+e0Q (#) N (6) x1,, 


s indiquant la s-ième composante du vecteur entre crochets. La re- 
lation (11.12) entraîne 


dVidtd= W+Ww,, (11.14) 
où 


Wi=e > 210 (NE x. (11.15) 


Il résulte de (11.15) et ne qu’on peut choisir un e de module 
suffisamment petit pour avoir l'inégalité 


—Bll xl < W + W, < —B.ll x|P, 


avec B,, B. des constantes positives. 

Avec de tels &, l'affirmation ci-dessus est vraie pour F et W. 
Toute solution du système (11.2) satisfait donc pour ces & à l’iné- 
galité (11.6) si 

u — [M (t) + EN (t)] x, 
et cette commande est par conséquent admissible, ce qui prouve 
le Lemme 11.1. 


TH£OREME 11.1. Pour qu’il existe une commande optimale u, — 
— M, (t) x pour le système (11.2) quel que soit le vecteur initial x,, 
il faut et il suffit que l'équation 
+ 00C-1Q°8 + 0 (P— QCAB*) + (P* — BC-1Q*) 0 — 
— A+ BC"1B*—0 (11.16) 


possède une solution réelle, bornée, continue, définie pour t = 0 sous: 
forme d’une matrice symétrique © (t) d'ordre n telle que la commande 


u = C-1(Q*6 — B*)x (11.17). 
soit admissible, la matrice M, (t) de la commande optimale étant définie: 
par la formule 

M, (t) = C7 (Q*8 — B*). 


DEMonsTRATION. Necessire. Soit u, = M, (t) x une commande: 
pour le système (11.2) qui est optimale par rapport à la fonction-- 
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nelle (11.3) quel que soit le vecteur initial x,. Posons 
Vo= | W2(x, x, uo) dr. (11.18) 
t 


La fonction vectorielle sous le signe d'intégration est solu- 
tion de (11.2) pour la commande u = u,. La fonction V, étant, 
d’après ce qui précède, une forme quadratique, on la met sous la 
forme 

Vo —_— —x*9 (£) X, 


avec @ (t) une matrice réelle symétrique définie de façon unique. 
Désignons, en effet, par Y, (t) la matrice fondamentale de (11.2) 
pour u = u, et Ÿ, (0) = E. Toute solution du système (11.2) avec 
la condition initiale x = x, s'écrit alors pour { — 0: x (t) — 
— Ÿ, (t) x,. Portons cette expression dans (11.18), il vient 


— x9Y20 (+) Yo (Ë) Xo= 
= [ x} (PS AYo + YSBMoY o+ FEMSB*Y + 
ê 


+YSMSCMoY,)xodt. (11.19) 


Comme (11.19) a lieu quel que soit le vecteur initial x,, on a pour 
tout t > 0 


—Y#0 (1 Yo= | Y5(4+BMo+ M3B*+MSCMo) Yo dt; 
1 
d'où 


0) =—(v3)t| { Y3 (A+ BMo+ M3B* + M3CMo) Yo | Y5'. 


(11.20) 


J1 résulte de la dernière égalité que @ (t) est définie moyennant 
M, (t) de façon unique. Montrons que la première matrice véri- 
fie (11.16) et utilisons la condition d’optimalité de la commande 


u, = M, (t) x. 


Afin d'établir cette condition on considère une commande admis- 
sible de la forme 
u=u, + EN (ti) x, 


avec À (t) une matrice définie pour £ > 0, réelle, bornée, continue 
qui est quelconque mais fixe. Prenons une condition initiale x, Æ (0. 
Le caractère optimal de u, pour toute condition initiale entraîne 
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alors que la fonction J [x,, u, + eV (t) x] est le plus petite possible 
pour £ — 0. On a donc l'égalité 


dJIde = 0 pour e = 0. (11.21) 


Notons x = x ({. e) la solution de (11.2) pour u = u, + eN (t) x 
et la condition initiale x — x,, avec t — 0, et posons E — ôx/0e, 
e = 0. 

Dérivons le système (11.2) sollicité par cette commande le long 
de x = x ({, e) par rapport à e et posons e — 0. On vérifie que la 
fonction vectorielle E satisfait au système 


dEldt = PE + QNx (11.29) 


et à la condition initiale & = 0 pour t = 0, le dernier résultat ayant 
lieu vu que x, est fixe et indépendant de €. 
P, de (11.22) désigne la matrice P, = P + QM,. La fonction 
vectorielle x de ce système constitue la solution de (11.2) pour 
= u, et la condition initiale x,, que nous avons introduite plus 
haut. 
On trouve à partir du système (11.22) 
t 
8=Y0() | Yi (OI &r, (11.23) 
0 
où 1 = Vxest un r-vecteur qui prend à tout instant ft fixe des valeurs 
données à l’avance. Le fait est que le vecteur x (t) n’est nul que pour 
certains t € [0, + oo]. Toute composante de 1 étant le produit sca- 
laire entre ce vecteur et la ligne correspondante de la matrice , 
elle peut prendre à tout instant t{ fixe des valeurs données à l'avance 
grâce au choix de la ligne. 
Transformons l'égalité (11.21), à savoir dérivons par rapport 
à e sous le signe d'intégration et posons e = 0, il vient 
| (ÉAx + E"Bu, + (EM -LI*) B*x + (E*M* +1) Cuo] dt 0. (11.24) 
0 
L'égalité (11.24) se récrit: 
| [E* (A+ BAM, + MÈB* 1 M*CMo)x+ 1° (B°+ CM) x] dt = 0. 
(l 
Utilisons (11.23) et changeons l’ordre d’intégration: 
fie Los crart (| Y3(4+BM + MIB* + MICM) xdr+ B°x+ 
0 t 


+ CMsx | dt=0. (11.25) 
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Les propriétés du vecteur 1 font que (11.25) a lieu si et seulement 
si l’on a 
Q° HT YE (A+ BMo+ MSB* + M*CMo) x dt + 
]. 
+(B*+CMo)x=0. (11.26) 
Faisons la substitution x — Ÿ, (t) x, dans l'expression à inté- 


yrer, sortons le vecteur constant x, de sous le signe d'intégration et 
remplaçons-le par Ÿ5! (t) x. L'égalité (11.26) prend alors la forme 


Q*6x = (CM, + B*) x. (11.27) 


Ici la matrice © ({) se définit par (11.20). La condition (11.27) 
est une condition nécessaire d’optimalité parce qu’elle donne la 
commande optimale u, du théorème: 


u, = C7! (Q*6 — B*) x. 


La commande u, étant optimale pour tout vecteur initial x,, 
(11.27) a lieu quel que soit x. On a alors nécessairement 


Q*8 = CM, + B*, 
d'où 
M, = C7 (Q*0 — B*). (11.28) 
La matrice @ (t) définie par (11.20) est donnée pour t > 0, 
continue et bornée (voir démonstration du lemme). Il reste à montrer 


qu'elle est solution de l’équation (11.16), ce qui est vérifié de suite 
en substituant (11.20) dans (11.16) compte tenu de l'égalité (11.28). 


SUFFISANCE. Admettons que l’équation (11.16) possède une solu- 
tion réelle 6 (ft) donnée pour { > 0, bornée, continue telle que la 
commande 

w (x, t) = Mot) x, 
a vec 
M LE Cr (Q*8 = B*), 


soit admissible. Quel que soit le vecteur initial x,, le système (11.2) 
est alors soumis à une commande optimale relativement à la fonc- 
tionnelle (11.3), qui se définit par la formule 


U —_— M, (t) X. 
En effet, introduisons la fonction 
Vo = [ W2 (x, x, uo) dr. (11.29) 
{ 
11—0656 
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Les pages qui précèdent montrent que 
V, = —x*0 (ft) x. 


L'optimalité de la commande u, = M,x s’interprète comme suit : 
fixons une condition initiale x,, il vient pour toute commande ad- 
missible u, = u,: 

| . J (%o, Uo) < J (xo; Wi), 
ce qui se récrit 


Vo (x, 0) | W2(t, x, u) dt, (11.30) 
0 


où l’on intègre suivant la courbe intégrale du système (11.2), qui 
part à l’instant t — 0 du point x, pour la commande u,. Supposons u, 
non optimale pour x, donné. Il existe alors une autre commande 
admissible u, telle que 


Vo (Xo, 0) > | W2(1, x, dt. (11.31) 
0 


Pour t{ => 0 suffisamment petits on a également par continuité 


Vox), 1) > | W2(x, x, u,)r. (11.32) 
t 
Soit la fonction 


z(t) = Vo(x(t), t)— | W2(x, x, u)dr. (11.33) 
t 


La commande u, étant admissible et la matrice © (t) bornée, 
z (t) tend vers zéro pour t —+ + 0. Calculons 


dz — dVo (x (£), t) : — 
PS SRE rTESEUESS 1 LS (£, X, ui) si 


= — | (Px + Qu)* O6x+x:"8 (Px + Qu) + x° À x |+ 
+ W7? .. X, . (11.34) 


Les fonctions (11.29) et (11.33) impliquent z2= 0 pour U = U. 
L'égalité u, = M,x entraîne que pour u, = u, la fonction z est 
le plus petite possible, donc z* > 0 pour u, 5 u,. Il découle donc 
de (11.31), (11.33) que z (t) > z (0) >> 0, ce qui contredit le résultat 
z (t) +0 pour { —+ + 0. Conclusion: la commande u, est optimale 
pour Xo fixe. 

Le vecteur x, étarit quelconque, la commande u, = M, (t) x 
est optimale pour tout choix des conditions initiales. 
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La démonstration autorise également à dire que si u, est une 
commande admissible et u, 5 u,, alors 


J (Xo; Uo) € J (Xo, W) 


pour x, 0. En effet, si z (0) = O, il existe un instant t tel que 
z() > 0, doncz(t) > 0etz(t) > z(t) > 0, ce qui est impossible. 

DerinITion 11.3. Une fonction vectorielle continue u (t) définie 
pour t > 0 est dite admissible pour x, si la courbe intégrale x = x (t) 
du système (11.2) possède pour u = u (t), x (0) = x, la propriété: 
x —> 0 quand t —+ oo, et si l'intégrale 


| W2(x, x (x), u (r) dr (11.35) 
converge. . 


DeriNITION 11.4. Une commande u, (t) admissible au sens de la 
Définition 11.3 est dite optimale si c'est elle qui, parmi ces commandes 
admissibles, minimise la fonctionnelle (11.35). 


REMARQUE 1. Si l'équation (11.16) admet une solution © ({) 
définie pour t => 0, bornée, continue telle que la commande 


u (t) = C7 (Q*8 — B*) Yo 
soit admissible au sens de la Définition 11.1, il existe une commande 
optimale au sens de la Définition 11.4 qui se définit par la formule 
u, (t) = C1 (Q*6 — B*) Y x. (11.36) 
Cette proposition découle immédiatement de nos raisonnements 
visant à démontrer la suffisance du Théorème 11.1. A savoir, il faut 


introduire la fonction z (1) et s'assurer que z (t) > 0 pour toute com- 
mande admissible au sens de la Définition 11. 3 et que z(t) +0 
quand t —+ oo pour toutes ces commandes. Les inégalités z (t)}> 
> z (0) > 0 ou z(t) > z (1) _ 0 contredisent cette propriété si la 


Commande (11.36) est & supposée non optimale au sens de la Défini- 
tion 11.4. 


THROREME 11.2. L'équation (11.16) possède uue solution © (t) 
définie pour t 0, réelle, bornée, continue telle que la commande 


= C-1(Q*6 (it) — B*)x 


soit admissible au sens la Définition 11.1 si et seulement s'il existe 


une famille de n vecteurs Xo1, ... ., Xon linéairement indépendants 
jouissant des propriétés suivantes: 
4) le système (11.2) a, pour la condition initiale Xoh]j=1,...,n, 


une commande u,; (t) optimale au sens de la Définition 11. 4: 


11° 
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2) la commande 
u(x,t) = M (+) x, 


avec M (t) = U (t) [D (t)]l”!, est admissible au sens de la Défini- 
tion 11.1. 


Ici U (f) est une matrice dont la j-ième colonne est le vecteur 
us (t), D (t) une matrice dont la j-ième colonne est la solution 
x; — Xyo de l’équation (11.2) pour la commande u = u,; (t) sous 
la condition initiale x, = x,y avec t = 0. 


DEMONSTRATION. La nécessité découle de la Remarque 1 du Théo- 
rème 11.1. Démontrons la suffisance. Construisons la fonction 


Vo= | W2(x, x(v), u)dr, (11.37) 


t 


où x (t) est solution du système (11.2) pour la commande u — 
— u(x,t) avec la condition initiale x = x,, t = 0. 

Prenons une commande u (x, {) admissible au sens de la Défini- 
tion 11.1 et montrons qu'on a nécessairement, pour x, = O0, 


J'(x > J(xau); uÆu. 

Autrement dit, il faut montrer l’optimalité (au sens de la Défini- 
tion 11.2) de u (x, t) quel que soit x,. La démonstration de la né- 
cessité du Théorème 11.1 entraîne alors l’existence de la solution 
cherchée de (11.16), cette solution coïncidant avec la matrice changée 
de signe de la forme quadratique (11.37). 

Ainsi, on demande d’établir que, quel que soit le vecteur initial x,, 
la commande u (x. {) est optimale au sens de la Définition 11.2. 
Prenons une commande admissible u (x, t) et fixons la valeur ini- 
tiale du vecteur x, - 0. Déterminons la fonction z (t): 


2 (8) = Vo (x (#), 2) — À WE (x, x (x), u) dr, 
t 
dxrldt =0 pour u = u (x, t). 


Il résulte donc de la démonstration de la suffisance du Théorè- 
me 11.1 qu'on prouve le Théorème 11.2 en montrant que u (x, t) 
assure à la fonction dz/dt la plus petite valeur par rapport aux va- 
leurs obtenues avec les autres commandes admissibles u (x, t). 
C'est bien le cas pour la fonction en question. La fonction z (t) 
prend sa plus petite valeur pour 


Umin = C7 (Q*6 — B*) x, (11.38) 
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avec (—6) la matrice de la forme quadratique (11.37) car (11.38) 


est une condition nécessaire de minimum de z ({) en tant que fonc- 
tion des variables u,, ..., u;. L'expression (11.38) rend en effet 
z (1) le plus petite possible parce que la forme quadratique u*Cu est 
définie positive, et on a donc la condition suffisante de minimum. 


» 


Aussi il reste à montrer que u (x, {) = umin- 

Pour ce faire, il faut utiliser les conditions nécessaires impliquées 
par l’optimalité de u,; (t). Sous les hypothèses du Théorème 11.2, 
il existe pour toute valeur initiale x,,; une famille de commandes 


uy = uoj(t) + eV;(t,e), 


admissibles au <ens de la Définition 11.3 pour tout | e | suffisam- 
ment faible. Ces commandes ont la propriété: pour ces | e |, les 
solutions x; (1, €) du <y<stème (11.2) vérifient l'inégalité 


Ï Xj (£, e)|| < ae, (11.39) 


avec a, b des constantes positives indépendantes de £e. On sous- 
entend que x; ({, e) = x, pour { = ÔÜ et que les fonctions vectoriel- 
les V,(t{, €), e = 0, prennent toute valeur donnée à l’avance, sont 
continues en { et e, définies pour { > 0 et |e | < €, et continue- 
ment dérivables par rapport à €. 

Notons V;(t) les forcticns vectcrielles V, (1, 0). Prouvons l’af- 
firmaticn énoncée. Ccnsidércns le système différentiel (11.2) pour 
u = M (t)x, avec M (1) défini par la formule 


M (t) = U (t) ID (t)]2. 


Un calcul direct donne que la solution x; ({) de ce système avec 
la condition initiale x; ({) — xoy, t = 0, coïncide avec la solution 
du système 


x = P(t)x+ 0 (t) uw (t) (11.40) 


sous la méme condition initiale, i.e. avec xoy (6). 
Soit le système 


x = (P + QM)x + eQN (t) x, (11.41) 


avec À (t) une matrice définie pour t > 0, continue, bornée quel- 
conque. Désignons par x; (t, e) la solution de (11.41) avec la condi- 
tion initiale x,;, t = 0. Il est clair que x; (ft, e) = x, (t) pour e = 0. 
Soit Y (t) la matrice fondamentale de (11.41) pour e — 0 et 
Y (0) = E. On a alors 


t 
X; (é,e)=x; (t) +eY (#) | Y1(T)Q(T)N (x)x;(t,e) dr. (11.42) 


0 
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Comme M (t) x; (t) = u,;(t), on obtient à partir du système 
(11.41), (11.42) 
dx/dt = Px +Q lu,, (t) + eV, (t, e)], (11.43) 
t 


Vi(t,e)= MY (+) | Y1(tT)O (TS) N (x) x; (x, e) dt + 


0 


où 


{ 
+eNx;(t)+eNY (t) [ YA(DO(N (x) x; (x, 8) dr. 
0 


Par conséquent, 
t 


V,()= M (0 Y (0 | (ON (xs (r) dr. 
0 
Supposons (sans le démontrer pour le moment) que le vecteur 
V, (t) prend des valeurs arbitraires pour W choisie d’une certaine 
façon. La démonstration de la nécessité du Théorème 11.1 implique 
immédiatement que la commande optimale u,; (f) et la trajectoire 
optimale associée x, (t) sont nécessairement telles qu'on ait 


Cuos (9) = (Q*8 — B*) x; (+), (11.44) 
avec © (t) définie par la relation (11.20), où Y,, M, sont remplacés 
respectivement par YŸ (t), M (t). 

Soit un vecteur initial x, quelconque et ses coordonnées E,, . .. 
..., En dans une base définie par les vecteurs xoy, j = 1, ..., n, 
de sorte que 

Xo — À Xojbj- 
La fonction vectorielle 
n 
x (£) 2 6 x (£) 
est alors nécessairement solution du système (11.41) pour € = Ù 


et la condition initiale x,. Il en résulte en particulier 


Duo) E= DM (6x1 (DE = M (x (E) =u(e, x). 
Multiplions (11.44) terme à terme par £; et sommons par rapport 
à jde1à x, il vient 
u(é, x) = C-1(Q*6 (+) — B*] x = unim 


égalité qui achève la démonstration du Théorème 11.2 car elle en- 
traîne l’optimalité au sens de la Définition 11.2 de la commande 
u (t, x). 
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Dans le théorème en question nous avons utilisé la propriété 
qu'ont les vecteurs V, (t) de prendre des valeurs quelconques don- 
nées à l’avance. Etablissons cette propriété. Le vecteur 

t 


V,(t)= MY (0) | YO (MN (xx; (x) + Nx, (+) 
0 


ne peut être quelconque que si l’on choisit NV (t) de façon appropriée. 
Notons V (t) la matrice de colonnes V; (ft). Elle vérifie l’équation 
t 


VIE) = MAY (0 À Y-1(9) C6 NE D) dr + N (9 D (. 
d’où l’on tire 
î 5 
NG)=V (D (— [M (EYE) Î Y-1(r)Q (x) N () Dr) dr | D (0). 
0 


On établit une condition nécessaire d'optimalité avec V; (ft) 
tels que V;({) =0 pour t > T, T étant un nombre positif fixe 
quelconque. L'équation précédente donne W (f) pour tout V, (t) 
pareil, et cette matrice est continue, bornée, définie pour t > 0, 
propriétés établies par la méthode des approximations successives. 


CoNseQUENCE. Le Théorème 11.2 entraîne que la commande opti- 
male 


u) (x, t) = M, (t) x 


(quand elle existe) est déterminée de façon suivante. On choisit un syste- 
me de conditions initiales x,, (par exemple les vecteurs unités) et on 
construit les commandes optimales (au sens de la Définition 11.4) et les 
trajectoires optimales correspondantes. La matrice M, (t) coïncide 
alors avec M (t) (voir Théorème 11.2). 


Si les commandes optimales au sens de la Définition 11.4 et les 
trajectoires optimales associées sont déterminées de façon approchée 
et si la commande u (x, {) = M (t) x est admissible, elle approche 
aussi bien qu'on le veut la commande optimale quand u,; (t) et les 
trajectoires associées x, (£) sont suffisamment proches de l’optimum. 

À la lumière du Théorème 11.1 on détermine une commande opti- 
male moyennant la matrice 6 (t) solution de l'équation (11.16). 
Cherchons @ ({) par approximations successives avec une précision 
donnée à l’avance. Soit W= (ft, x, u) une forme quadratique définie 
positive des zx, ..., zh; u,, . .., u,.. Admettons l'existence d’au 
moins une commande admissible au sens de la Définition 11.1. 

Considérons la commande admissible 


u (x, = M, (tx 
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et le système différentiel linéaire 
de 
— =6,(P+QM;)+(P°+MiQ*) 6: — 
—(A+BMi+M?B*+MIiCM;)—0. (11.45) 


Ce système admet une seule solution réelle et continue 6, (1) 
définie pour t => 0 et bornée (la démonstration de cette proposition 
sera faite plus loin). Posons 


Us (x, t) Po M (4) X, 
M, (t) = C”1(t) [Q* (t) 6, (1) — B* (t)i. (11.46) 


Il se trouve que u, (x, t) est forcément une commande admissible 
au sens de la Définition 11.1. Substituons M, à M, dans (11.45). 
il vient un système d'équations différentielles possédant une solu- 
tion réelle, continue ©, (t), définie pour t > U et bornée, et cette 
solution seulement. Formons de méme deux suites 


6, (£), (SP (£), 6; (£), . 


U, (x, L), LE (x, t), LE (x, t), D 


où 


avec ux+1 (x, t) = M4, ({) x une commande admissible pour tout 
k>=>0 et 


M4: (0) = CT () 10% (0 64 () — B* (1, k = 1,2, ... 


La matrice ©, (t) est l’unique solution réelle et continue du 
système (11.45) qui est donnée pour t > O et bornée. Il est naturel 
de remplacer AZ, (t) par W, (1). 


Tu£eortMEe 11.3. Si a) W*°(t, x, u) est une forme définie positive 
EN Ty, + - +) Tns My» + + + Ur D) uw (x, t) = M, (t) x est une comman- 
de admissible au sens de la Définition 11.1, alors: 

1) il existe pour le système (11.2) une commande u, (t, x) = M,(t) x 
optimale relativement à la fonctionnelle (11.3) quel que soit le vecteur 
initial x; 

2) sur tout intervalle fini [0, T] la suite ©, (t), ©, (t), . .. con- 
verge uniformément vers une matrice réelle, continue, bornée © (1) 
défiriie pour t > O qui est solution de l'équation (11.16); 

3) il y a convergence (uniforme dans tcut demaine borné de varia- 
tion des z,, . .., Zn, t) “e la suite u, (x,t), u, (x, t), . . . vers la 
commande optimale u, (x, t) = M, (t) x. 


DEMONSTRATION . Nous allons procéder par étares. 

1. Montrons que l’équation (11.45) a une solution unique ©, (t) 
réelle, continue, bornée, définie pour t = 0 et toute matrice M, (1) 
telle que la commande u, (x,i) = M,(t) x soit admissible au 
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sens de la. Définition 11.1. Considérons la forme quadratique 


Vi(x,t) = ( W2 (x, x, ui) dr. (11.47) 
t 
En vertu du Lemme 11.1, la matrice de cette forme quadratique 
est continue et.bornée pour tous les { > 0. Posons. 
V, (x, t) = —x"6, (t) x. 


Dérivons (11.47). Nous trouvons à partir de (11.2) pour u — 
= u, (x, t): 


[+6 (P+OM)+(P + MIO) 8: — 
—(A+BM,+ M*'B*+ M}CM)) | x—0. (11.48) 


Le vecteur x de la dernière égalité étant quelconque, la matrice 
changée de signe de la forme quadratique (11.47) est nécessaire- 
ment solution de l’équation (11.45) qui possède donc une solution 
bornée @, (t) définie pour t > 0. Il y a unicité car, dans le cas con- 
traire, la différence de deux solutions vérifierait l'équation 


+8, (P+QM,)+(P*+M*0°) 6, =0. (11.49) 


Soit 6, (1) 0 une solution bornée de (11.49). Considérons 
la forme quadratique x*O, ({) x sur les solutions du système (11.2) 
avec u = u, (x, t). On trouve un instant t et un vecteur initial x, 
tels que x*6, (D) x, 0. 

La dérivée totale exprimée à partir de (11.2) de la forme quadra- 
tique Ÿ — —x*6, (1) x satisfait pour u = u, (x, t) à la rel:tion 
dVidt = 0, d'où V(x(t), 1) = V (xo, t) 0. 

La dernière égalité contredit V (x (t), t) 0 quand ft —> +oo 
car 6, (t) est bornée et, la commande u, étant admissible les solu- 
tions du système (11.2) vérifient l’inégalité (11.6). On a donc établi 
l’existence et l’unicité de la solution de (11.45). 

Démontrons une formule utile pour la suite. Soit uz (x, {) — 
— M}, (t) x une commande admissible. Notons Y, (t) la matrice 


fondamentale de (11.2) avec u = u, et la condition initiale Y} (0) — 
= E. La matrice (voir (11.20)) 


_ x (8) = — (a (ET x 
x | | VE (H) (A+ BML+ ME B* + MECM) Ya (x) de | (Ya (2) 


t 


(11.50) 
est la solution bornée de (11.45) à condition ae substituer M, à M.. 
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2. Soit @, (t) la solution bornée du système (11.45). La com- 
mande 


u, (x, t) = M (1) x, 
MA (t) = C”1(Q* (+1) 6, (t) — B* (b)], 


est alors admissible au sens de la Définition 11.1. 
Considérons la forme quadratique 


Va (&u ?) = —x*6, (1) x, 
définie conformément à (11.47). Elle est définie positive et sa dé- 
rivée totale exprimée à partir de (11.2) coïncide pour u = u, (x, t) 
avec —W3 (t, x, u,). 
Prenons la fonction 


Za(t, x, u) — TE WE (E, x, u), (11.51) 


où- 


avec dV,/dt la dérivée totale calculée à partir de (11.2) pour 
u=ut(x,t) = M (it) x. 
Il découle de ce qui précède que 
Z. {,x,u,) =0. (11.52) 


On vérifie aisément qu’en tant que fonction des variables u,, . ..,u,, 
{11.51) atteint son minimum pour u = u, (x, t). Donc 
Za (6, x, u, (x, t)) < 0. (11.53) 


Vu (11.51), la dérivée dV,/dt s'exprime donc pour u = u, (x, t) 
à partir de (11.2): 


Par suite de (11. 93) le second sis de la dernière dati est 
une fonction définie négative des variables z,, . .., Zh; WU, . .., u,, 


auquel cas le Lemme 11.1 entraîne que toutes les solutions du systè- 
me (11. È satisfont pour la commande considérée à la condition 
{11.6). = M, (t) x est donc admissible. 

Il y à lieu de noter la circonstance suivante. Si @, se définit 
par l'égalité (11.50), la commande 


Up+1 (% t) = Musa (6) x 
est nécessairement admissible pour 
Max (0) = CT (6) [OF (6) 64 (#) — B* (1. (11.55) 


3. La suite 6, ({), 6, (ft), . .. est uniformément bornée. Intro- 
duisons les formes quadratiques V, (x, t) = —x*@, (t) x, k — 
= 1, 2,... [l est clair que V,(x, () >0 pour xE E,, k — 
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= 4, 2,... Soit { > 0 un instant final quelconque et x un vecteur 
fixe. Construisons les courbes intégrales x, (£) et x:+, (t) du systè- 
me (11.2) pour les commandes respectives u, (x, {) et uy+1, (x, t) 
avec la condition initiale x, = xx4, = x pour t =t. 

On a alors 


Va (xt) = W2(r, xx, uw) dt, 
n 


Vr+s (x, t) = | WE (t, Xniis Un+s) AT. 
r 


Ea vertu de la partie 2 de la démonstration, 


+ Vs (xx (£), t) + W2i(t, Xp+1 (), Ux+1) = Zh (£, XRp+1 (£), UL+1)s 


Zn (E, Xpa (#), Un+s) LO pour t > 0. 
Intégrons la dernière égalité entre t et oo, il vient 


— Vr (x, t) = — LS XR+1 (t), Ur+s) dt + (2, (+, Xh+1 (Tr), U»+1) dt, 
di wi 

d'où V,(x, t)> | WP (T, Xuss (T), ux+1)ldt. 
t 

Donc, V,(x, {)=>Vy+1(x, t). Il en résulte qu'on s'approche 
nionotonement de la commande. 

Si l’on note À (t) la plus grande valeur propre de la matrice 
[—6, (#)], on a V4 (x, t) < AI] xl < V,, ce qui montre la borne 
dans leur ensemble des valeurs propres de 6, (f). La symétrie de 
ces matrices entraîne alors que @,, ..., 9, ont tous leurs éléments 
bornés dans leur ensemble. C’est également la propriété des matrices 
M, (), ..., Mr (t), … 

4. Les commandes lu, (x, f), u, (x, £), . .. sont telles que pour 
u = u, (x, t) les courbes intégrales du système (11.2) vérifient 
uniformément par rapport à X les inégalités 


a |] Xo 1 ea 10 KI x (JT KB1 1 xo 11e 9220), (11.56) 


t > to > 0, avec a,, b, des constantes positives indépendantes de 4. 
En effet, étant donnée la borne uniforme des matrices M,, M:,.... 
les fonctions W7 (f, x, u;) satisfont aux inégalités 


c\xi < WA (6, x, u,) < all xl. (11.57) 
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La même propriété des matrices M, entraîne que les coefficients 
du système linéaire (11.2) sont uniformément bornés en 4 pour 
u = u, (x, t), t > 0. Il en résulte que les solutions de (11.2) scont 
telles qu’on ait 


x (GIZ xolle"Àt- #9 pour 12420, (11.58) 
avec a, B des constantes positives indépendantes de 4 et x, = x (to). 
L'égalité 
Va (Xo; to) = | W?(t, x, u)dt 
to 
et les inégalités (11.57), (11.58) fournissent 
Va (os to) > HI Xolf, 

où lo >> 0 est une constante, ce qui fait que la plus petite valeur 
propre de [—6, (t)] est au moins u. Ainsi, la forme quadratique 1, 
vérifie les inégalités 

all x IF SV: (x, 0 < dll x IE. (11.59) 


Les inégalités (11.57) et (11.59) impliquent (11.56). 
9. Si l’on a le théorème, il existe une ccmmande optimale 


Ub (x, t) — Mo (£) X 
et une solution bornée de l’équation (11.16), et 
M9) = C7 (1) 10% (4) 6 (1) — B% ()]. 


En effet, les matrices M,, M,, . .. et ©, (t), ©. (1), ... étant 
uniformément bornées, d6,/dt est bornée uniformément par rap- 
port à À sur chaque intervalle fini [0, 7]. La suite 6,‘(t), 6, (t), ... 
remplit donc la condition du théorème d’Arzelà. Aussi on peut en 
extraire une suite partielle qui converge uniformément vers © (f) 
sur {0, 7] et qui définit © (t) quels que soient t => 0. Cette sous-suite 
jointe à (11.55) définit de plus une sous-suite des M,, M,, . .. qui 
converge vers M, (t). Par passage à la limite on trouve à partir de la 
formule (11.55) 


Mo (1) = CT IQ*E (1) — E*]. (11.60) 


Substituons dans (11.45) M, à M,, 6, à 6,, intégrons de O à t 
et passons à la limite dans les suites partielles en question. Dérivons 
l'expression obtenue, il vient 


(A+ BMo+ M3B° + MICM) — 
—(8(P+QM:)+(P°+M:Q°) 61. (11.61) 
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Portons-y la valeur (11.60) de M,. Il se trouve que © (t) véri- 
fie (11.16) car le premier membre de la dernière équation coïncide 
avec celui de (11.16), et aux termes du Théorème 11.1 la commande 
(11.60) est alors optimale au sens de la Définition 11.2 pour tout 
choix des conditions initiales. 

6. La suite 6,, 9., ... est convergente. En effet, cette suite 
étant compacte, sa sous-suite infinie quelconque contient une autre 


sous-suite qui a pour limite une matrice @ (t). Il résulte alors de 
(11.55) la convergence vers M, de la sous-suite M,, M, . .. corres- 
pondante. Ceci étant, M, et © sont liées par l'égalité (11.60) et 
vérifient l'équation (11.16). Par conséquent, la commande u = M,x 
s'avère optimale au sens de la Définition 11.2. Vu son unicité, 


on a 6 = 6 et M, = M,. Aisnsi, toute suite partielle infinie des 
9,, 6:, ... renferme une sous-suite convergente vers 8. Or, la 
suite 6,, @;, ... doit alors posséder une limite et elle doit con- 
verger vers 6 (t) uniformément sur tout intervalle fini [0, 7]. 
Supposons par l'absurde que tel n’est pas le cas. On trouve alors 


e> 0 pour lequel il existe une suite des points t,, ..., t, et une 
suite des matrices Oz, 8%,, . . . telles que || 8;; (t;) — 8 (t,)1 > &. 
Dans ce cas, la suite 6,, 6,,, ... ne contient pas de partie qui 


converge vers 6 (t) uniformément sur [0, 7], ce qui contredit les 
résultats précédents. L'égalité (11.55) entraîne également la con- 
vergence uniforme de la suite W,, M2, ... vers M, (t) sur tout 
intervalle fini {0, 7]. La suite des commandes u, (x, f), u, (x, t),... 
converge donc vers la commande optimale u, (x, {) = M, (t) x, 
ce qui achève la démonstration du Théorème 11.3. 


ConNs£QUENcE 1. Quelle que soit la commande admissible 
u (t, x) = M,(t) x qui joue le rôle d'approzimation initiale, la 
matrice O (t) ne change pas vu l'unicité de la commande optimale. 
L'approxzimation initiale n'influe donc que sur la vitesse de convergence 
des approximations successives. 


ConsequencE 2. Si les matrices P, Q, À, B, C, M sont constantes 
et si u = M, (x) est une commande admissible, alors @ (t) et donc 
M, (t) sont à éléments constants et la matrice 9 constitue une solution 
réelle du système d'équations algébriques 


8QC-10*8 +8 (P — QC-1B*) + (P* — BC-1Q*) 6 — 
— À + BCB* —0. (11.62) 
En effet, chaque approximation 6,4 est une matrice constante, 
donc la limite de la suite 6,, 6,, ... l'est également. 
Le Théorème 11.3 détermine une méthode des approximations 


successives qui permet de calculer la solution cherchée du systè- 
me (11.62). 


10e TOR MARNE DES PE UEATEURS OFFRE, [HT 
Le système 

6: (P + OM) + (P* + MiQ*) 8: — 

— (4 + BM, + MSB* + M?CM,) = 0, (11.63) 


My = CT (0*0:_, — B*), (11.64) 


définit successivement les matrices 6,, 6.,, ... qui convergent 
vers la limite initiale. Les équations (11. 63) s'obtiennent de (11.45) 
en substituant M, à M, et 64 à 6, à condition de rechercher une 
solution constante. La convergence de cette méthode pour le cas 
considéré est établie dans la démonstration du Théorème 11.3. 


*+ 


ou 


$ 12. Cas non linéaire 


Soit le système d’équations 
Ce 


etui Thin), St en, (12.1) 


dont les seconds membres sont des fonctions analytiques uniformes 

ON Lys + + > Tn> Us + + + Ur AU VoOisinage du point 
Ju=...=Mm=0, uw =...=u, =0 

en lequel ils s’annulent. Supposons que f, admettent des développe- 

ments 


= D Pss(t)z5 + D ss (t)uy+ 
J= J3=1 


+%r 
". > pri mn Pret RTE Nre Ti ... TEnn. uni en unr, 
mi+me+...+mn+s ‘ : " ! 


+ni+n+. ..+nr>2 
S—=1, .;::, 7 
dont les coefficients sont des fonctions réelles, continues, bornées, 
uniformes, définies pour t{ > 0 et que les séries convergent uniformé- 
ment par rapport à { > 0. A part le système d'équations non linéai- 
res, considérons le système de la première approximation qui’s'écrit 
comme plus haut sous forme vectorielle : 
dx/dt = P(t)x+ Q (t) u. (12.2) 


Soit la fonctionnelle 


= | W (t,x, u)dt, (12.3) 
0 
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avec W (i, x, u) une fonction analytique et 


W= > we, (12.4) 

meh2 
où W® sont des formes homogènes de degré m en %, . .., Zn: 
Ui, + «-, Ur à coefficients réels, bornés, continus, uniformes qui 
sont des fonctions de t définies pour t = 0 et W* est de la forme 


W? = x*A (t)x + x*B (t)u +u*B* (t) x + u*C (t) u. 
Les matrices À (t), B (t), C (t) jouissent des mêmes propriétés 


qu’au $ 11. Supposons enfin que la série (12.4) converge dans un 
voisinage fixe du point 


Dis = 0 Hess =0 
uniformément en { > (. 
DeriNiTionN 12.1. Une commande u = (u,,.... u.) est dite admis- 
sible si elle est de la forme 
u= > u, (12.5) 
m=1 


où u!(i, x) = M (t) x est une commande admissible pour l'équation 
(12.2) au sens de la Définition 11.1, ut” sont des formes homogènes 
de degré m en z,, ..., x,. Les coefficients de ces formes sontides fonc- 
tions vectorielles réelles, continues, bornées, uniformes, définies pour 
t > 0 telles que la série (12.5) converge dans un voisinage fire du 
point TZ = TZ =... —= Zn — 0 uniformément par rapport à t > 0. 


DeériNirTioN 12.2. Une commande admissible u, (t, x) est dite opti- 
male en x, relativement à la fonctionnelle (12.3) si, pour tout choix 
de la commande admissible u (t, x), on a l'inégalité 


J (uos Xo) < J (u, xo), 


où J (u, x,) est la valeur de la fonctionnelle (12.3) calculée sur la 
courbe intégrale x = x (t, xs) qui passe par le point x, au temps 
t = 0 et qui est solution du système de départ sollicité par la commande 
u (t, x). 

LemmMe 12.1. Sÿ u(t, x) est une commande admissible et si la 


commande u (t, x) est une fonction analytique uniforme admettant un 
développement de la forme (12.5), alors 


u = ud(t, x) + eu (t, x) 


est admissible pour tout e suffisamment petit. 
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DÉMONSTRATION. u admet par hypothèse le développement 


O0 
u = Du’, avec u! — M (t)x. Par conséquent. la commande 


m=1 
u(é,x) teu(t, x) =[M(t) teM(lx+... 


est admissible du moment que, conformément à la démonstration 
du Lemme 11.1, la commande 


ut = [M (t) +eïM (t)] x 
l’est au sens de la Définition 12.1 pour le système (12.2). 


TH£OREME 12.1. S'il existe une matrice symétrique, continue, 
bornée, réelle @ (t) définie pour t 0 qui est solution de l'équation (11.6) 
et telle que la commande 


u = C-! (Q*9 — B*)x 


soit admissible au sens de la Définition 11.1 pour le système (12.2), 
on trouve une commande u, ({, x) qui est optimale relativement à la 
fonctionnelle (12.3) au sens de la Définition 11.2 pour le système de 
départ quel que soit le vecteur initial x, pris dans un voisinage suffi- 
samment restreint du point x = (. 


DEMONSTRATION. Introduisons des relations que la commande 
optimale u, ({, x) est censée remplir. Considérons la fonction sui- 
vante pour tout vecteur initial x, et tout instant initial t, > 0 

+oo 


ne 


Vo (toy Xo) = \ W (1, x, uo) dt. (12.6) 


to 


Le vecteur x, se trouve évidemment dans un voisinage suffi- 
samment petit du point x = 0. La fonction x sous le signe d'’inté- 
gration est solution du système non linéaire originel pour la com- 
mande u = u,(t, x), qui passe par x, pour { =t,, si bien que 


x = xt, Xo, to). (12.7) 


D'après un théorème de Ljapunov, la fonction vectorielle (12.7) 
est uniforme analytique en Z9, - - +; Znoe Son développement sui- 
vant les puissances de Z,0, .- - ., Zno Commence par des termes 
linéaires en ces dernières quantités. Cette propriété et la façon dont 
la solution (12.7) s’amortit entraînent de suite l’uniformité et 
l’analyticité en z,;, ..., z, de V, (ét, x). 
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Dérivons les deux membres de (12.6) le long de la courbe inté- 
grale Le 7), il vient 


Le 


OV : 
+32 Zee Jets Zi... Zn, Uj,..., U?) + 


+W(t,z,...,2n,u9,...,uf)—=0. (12.8) 
Soit la fonction Z = Z (ft, x, u) définie par l'égalité 


= 20 a 4 5 2 Fe f(x u)+W(E, x, u). (12.9) 
s=1 
Il découle de (12.8) qu’elle s’annule identiquement pour u = 
— u, (é, x). Il se trouve que c’est sa plus petite valeur si: on la dé- 
finit comme étant une fonction des variables u,, ..., u.. Raïison- 
nons par l’absurde et supposons qu’il n’en est pas ainsi. Au moins 
l’une des dérivées partielles 
0Z (t, x, wo) 


du 1=71,::.: 7, 


ne devient alors pas identiquement nulle car la forme quadratique 


est définie positive pour tous les x dans un voisinage suffisamment 
petit du point x — 0. La commande 
0Z 
u(, x)=w(t, x)+e- 


est admissible. JÎci 22 C:x no) est un vecteur de composantes 


0Z/0u; au moins pour tous les & de module suffisamment petit. 
On a pour ces commandes admissibles 


0Z 
Z(t,x,u+e)<0 (12.10) 
quand € (0. 
Intégrons (12.9) terme à terme, il vient 
+00 +00 
Vo (0, Xo) — Î wi, x, w+es) dt— | Zdt. (12.11) 
0 0 
Nous trouvons à partir de (12.10) et (12.11): 
+oo 
V,(0, x) > [ W (t,x, uo+e SE) dt. (12.12) 
0 


12—0456 
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Posons to — O0 dans (12.6) et utilisons (12.12), nous obtenons 
J (x: uo) > J (xo, u+e se), 


ce qui est impossible vu l’optimalité de u, ({, x). Ainsi, la fonc- 
tion (12.9) prend pour u = u, (t, x) sa plus petite valeur. Donc 
OZ (t, x, wo) : 
du — 0, — À, Tr, (12.13) 
i.e. la commande optimale u, (t, x) et la fonction V, ({, x) définie 
par (12.6) vérifient nécessairement les conditions (12.8), (12.13) 
qui forment donc un système pour déterminer la commande optimale. 
La démonstration ultérieure consiste à construire des séries 
donnant V, et u,, à démontrer leur convergence et l’optimalité 
de u, (f, x) ainsi obtenue. 
Recherchons V, et u, sous forme de séries 


Vo= DV, u= >» U, (12.14) 
m=2 Mai 


avec U®® et V(® des formes homogènes de degré m en 2, . .., 2 
à coefficients à définir et 

UD = M (tx, VE = —x*}H (t) x. (12.15) 
Portons (12.14) dans le système (12.8), (12.13) et égalons les termes 


de même degré, il vient le système suivant pour définir les coeffi- 
cients des formes V et Uï : 


ue 


+ Wa (te, x, U®)=0, (12.16) 


U® = C"11Q"H (t)—B°]x. 

La lettre s indiçant le crochet particularise la s-ième composante 
du vecteur entre crochets. Le système (12.16) permet de définir les 
formes (12.15). En substituant (12.15) dans (12.16) on vérifie que 
H (t) satisfait à la même équation que © (f), et on prend donc cette 
dernière matrice pour À (t). On a alors 


M (t) = C-1(Q*8 — B*). 
PO) =P() +0Q(4) M (ÿ. 


Les équations pour les formes V## et U® s’écrivent pour 
m > 1: 


+) 


Posons 


Lost EL D po (D x] + RM ZO, (12.47) 
ce (12.18) 


s= 1 
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Les fonctions R°*) et P® sont des formes homogènes de degré 
respectif m + 1 et m en z, ..., z, à coefficients connus. Les 
coefficients de R**) sont définis si l’on connaît les formes U®, ... 

.., UD, VO, ..., VV et les coefficients de P® Je sont si 
l'on connaît VD, ..., Vé#h, Utd, ..., Un. 

Ainsi, avec R7+) définie, on trouve Vt"*h à partir de (12.17), 
puis U®® à partir de (12.18). Supposons R"*? définie. L'équa- 
tion (12.17) admet alors une solution unique, à savoir une forme 
de degré m + 1 à coefficients réels, bornés, continus, définis pour 
t> 0. En effet, posons 

+ 
V2 (fo, xo)= | — A+ dt. (12.19) 


to 


L'intégration s'effectue le long de la courbe intégrale du système 
x — PO (t)x, (12.20) 


qui passe par x, pour t{ = {,. Cette courbe intégrale vérifie l’iné- 
galité 
Lx (<a [1x0 Île #4 10) (12.21) 


pour t > 1{,. Moyennant (12.21) on trouve l'estimation 
+00 
[+0 (os x) 1€ À a lIxol tt 67 m4 DE 0 ge, 
0 
d’où 
l'Asie (to; Xo) | <S2 || Xo +. 


Les quantités a, b, «1, a des deux dernières expressions sont des 
constantes positives. La forme U‘”® a également ses coefficients 
réels, continus, bornés, définis pour { > 0. Ainsi, les séries (12.14) 
se définissent pour Æ = @ (t) de façon unique. 

_Montrons la propriété de convergence de ces séries et prouvons 
que la fonction u, qu’elles définissent fournit la commande optimale 
initiale et que V, (0, x,) minimise la fonctionnelle (12.3) J (x,, u). 
Pour démontrer la convergence il faut introduire des fonctions 
Àjs + + +, An telles que 


À, — ôf oW 
ee Ds s— 1. ss De (12.22) 
ji 


Considérons le système d'équations reliant zx,, : .-.,: z,, u, . .. 
+... Uys À + + + Ân. Notons (+) ce système composé d’équations 
différentielles de départ, de (12.13) et de (12.22). On peut dire que 
(-) résulte des équations initiales, de l’équation (12.8) et du systè- 
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me (12.13) si l'on dérive (12.8) par rapport à z,, ..., z, et in- 
troduit les notations À, = 0V,/0z,. En effet, 


( 1) 4 F4 
Ts +54 LUTTE Use. Ur) + 


+W (4, Li; CR Th: uŸ, ...) u?) | = 


à Oo, «à ô Vo ëf 
ar at 22 (@ Mate +> mat 


ÔTR ÔZs 


° du 
+5 5 (2%. + )r=0. (12.23) 


ÔTR duy T Ou 
j=1 k=1 . L 


En vertu de (12.13), le dernier terme s’annule pour u = u,. 
Aussi les relations obtenues coïncident avec le système (12. 29) 
si l’on pose 


et si l’on remarque que les deux premiers termes forment la dérivée 
totale de À, prise le long de la courbe intégrale du système primitif 
pour la commande u = u,. 

Voyons de plus près le système (12.23). Utilisons (12.13) pour 
éliminer u,, ..., u, entre le système initial et les équations (12.22) 
et notons (++) le, système en Ts + + er En À : .., Mn ainsi obtenu. 
On considérera parallèlement à (++) le système d'équations linéaires 
qui sont la première approximation de (se): 


x=P(t}x+0Q(0C1() [70 A—28*(4x], 


= —P°(#A+24(#x+2B (+) C1(t) [5 Q°(# A—B* (x ]. 
(12.25) 
A4 
Ici À est le vecteur et l’astérisque désigne comme tou- 
Ân 


jours la transposition. On vérifie par calcul direct que le systè- 
me (12.25) possède une famille de solutions dépendant des variables 
arbitraires 2°, ..., 29, qui s'écrit 


X (£) T7 Y (£) X0» 


(12.26) 
À (t) = 28 (+) x (t). 
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Ici Y (it) est la matrice fondamentale du système 


= Po (t) x, (42.27) 
avec (comme plus haut) 
PO) = P() +Q (4 C7 (0) 1Q* (6.8 (1) — B* (1. 


Les propriétés de (12.27) impliquent que la famille de solu- 
tions (12.26) vérifie pour t > t, > 0 les inégalités 


(x 1e xo ll #0, 
IA Sas 11x11 eg ètt- 10). 


Ainsi, le système (12.25) possède au moins nr nombres caracté- 
ristiques positifs. Notons-les pu, ..., ,. La première méthode 
de Ljapunov *) entraîne alors que le système (12.24) a une famille 
de solutions, fonctions de x constantes c;, ..., ©, quelconques, 
qui se met sous forme de série 

n 
Mmi+...EMns=0o0 É uU mit 


x (= D'act D  L--mn om ne 1, (12.28) 
1=1, 


mi+...+mn=2 


Mi+...+Mn=0o _ mit 


AG=Dhuat D Mme... À, 
i=1 | n 


mMmit...+mMmne2 
(12.29) 


où x;, À, sont les solutions de (12.25) associées au nombre caracté- 
ristique pu, à = 1, ..., n. Il est connu que les séries (12.28) sont 
résolubles en c,, ..., c, et qu’on peut ensuite éliminer ces quantités 
des séries (12.29). On obtient par ces transformations 


+oo 
KA= D A, (12.30) 
m=1 
avec A” une forme homogène de degré m en z;,, ..., x, et A‘! — 
= 20 (t) x. 

La substitution de (12.30) dans les équations (12.13) donne une 
expression (12.14) de la fonction u, définie par (12.13). On trouve Ÿ, 
moyennant u, à partir de (12.8). 

On établit la coïncidence des séries qui définissent À, et 
—0V,/0x,. I] y a alors convergence des séries (12.14) vu que (12.30) 
sont des fonctions analytiques uniformes des variables x,, . .., z,. 
Les séries (12.14) sont donc des fonctions analytiques uniformes 
des Z,, - .., Zn, définies dans un voisinage suffisamment restreint 
du point 4 =2Z —=...—1z, = 0 


*) Le système (12.25) est supposé régulier. 
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Il nous reste à montrer l’optimalité de la commande u, définie 
par la série (12.14). Admettons le contraire. Il existe alors une com- 


mande admissible u (x) telle que 


Vo (0, xo) > J (xo, u), (12.31) 
d'où, pour tous les t > 0 suffisamment petits, E (t) => 0, avec 
+oo 


E()=Vo(t x) | W(,x(), u(r) dr. 
î 
Ici x (4) est la solution du système initial pour la commande u avec 
la condition initiale x = xs, t = (0. 
On voit sans peine que la dérivée totale de Ë (f) coïncide avec 

la fonction Z (é, x, u): 

dË u = 

PTE Z (£, X, u), 
et on a donc 


ÊÈ>0 pour t>0, 


i.e. la fonction E (t) est non décroissante. Par conséquent, 
8 (4) >&E(0 >0 (12.32) 


quels que soient t > 0. 


Vu que u est une commande admissible, on a par ailleurs né- 
cessairement 


IIx (8) <a] xo [1e to), 
Cette inégalité entraîne 


Vo (é, X (£)) PRE 0 


et 
+00 : 
| W(t, x, u) dt —— 0. 
; {+00 
Donc 


co qui contredit (12.32). L'hypothèse ci-dessus est donc fausse et 
la commande u, (t, x) est bien optimale. 


Consequence 1. Si les équations initiales sont stationnaires, Les 
coefficients du développement de W sont indépendants du temps et la 
matrice @ est constante, alors la commande optimale u, n'est pas 
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une fonction explicite de la variable t et la fonction V, est également 
indépendante du temps. 


On a cette affirmation si l’on analyse en détail la détermination 
des séries (12.14). Dans notre cas, les coefficients des formes V(" 
se définissent univoquement comme solution d’un système d'équa- 
tions algébriques linéaires obtenues de (12.17) en négligeant Îla 
dérivée partielle par rapport au temps et en égalant les coefficients 
des termes de même degré. Ainsi, les séries (12.14) obtenues sont 
indépendantes de t. On a établi leur convergence obligatoire. C’est 


pourquoi la commande u, et la fonction V, ne dépendent pas du 
temps. 


ConseQUENCE 2. Si la matrice @ (t) et toutes Les fonctions du temps 
qui font partie du système initial et du développement de W, sont pé- 
riodiques, d'une même période, la commande optimale u, et la fonc- 
tion V, sont développables en séries convergentes par rapport à x, . 

. Zn, dont les coefficients sont des fonctions périodiques admettant 
la même période. 

En effet, la solution de (12.17), forme de degré m + 1 à coef- 
ficients bornés, est nécessairement, sous les hypothèses faites, 
périodique en t quel que soit m > 1. Cette affirmation est juste 
parce que les coefficients de la forme de départ V‘”*? vérifient un 
système linéaire d'équations différentielles à coefficients et terme 
constant périodiques. Les oscillations propres de ce système crois- 
sent indéfiniment de sorte que le phénomène de résonance fait 
défaut et le système possède une seule solution stationnaire qui est 
périodique. 

Notons que le théorème cité ne permet de construire la commande 
optimale que si l’on connaît la matrice @ (t). Donnons un procédé 
de détermination directe de la commande optimale qui s'inspire de 
l’idée des approximations successives et n’exige pas la formation 
préalable de 6 ({). Soit une commande admissible 


+oo 
u(t,x)= > U, 
Mr=i 
où UD = M (à) x. 
Formons la fonction 
+oo 
Vi (los Xo) = | W ({,x,u) dt. (12.33) 


{0 


On intègre suivant la courbe intégrale x = x (f, {5, xo) du systè- 
me initial pour la commande u ({, x) et on estime que x = x, quand 
t —t9. La fonction (12.33) est uniforme en zo, . -., Zno dans un 
voisinage de l’origine. En effet, V, ({, x) est solution de l'équation 
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aux dérivées partielles 
4 D + f(x u(t x)+W(, x, ut, x))=0 (12.34) 


qui possède une solution formelle unique cherchée sous forme de 
série 
Vi = > pres (12.35) 
m=2 
avec Vi” une forme homogène de degré m en x, ..., x, à coef- 


ficients réels, continus, bornés, définis pour t > 0. En appliquant 
la première méthode de Ljapunov au système 


dx/dt = F(t,x,u (t, x)), (12.36) 
dVidt = —W (t, x, u ({, x)), 


on établit la convergence de (12.35). 

Le dernier système admet une famille de solutions, fonctions 
de x constantes arbitraires, qu’on peut chercher sous forme de sé- 
ries de Ljapunov. À force d'éliminer ces constantes on obtient une 
expression de la fonction par l'intermédiaire de z,, ..., z,. La 
série convergente obtenue coïncide nécessairement avec (12.35). 

Construisons la commande u, (ft, x) moyennant la condition que 
la fonction u, (t, x) minimise 


Zilt,x,u)= — 7. CARE + f(t,x,u)+Wi(t,x,u). (12.37) 


s=1 


Si u, (t, x) est admissible, on détermine la fonction V, (t, x) 
comme on l’a fait pour V, (t, x) et la commande u (?, x). On dé- 
termine ensuite u. ({, x) comme étant une fonction qui minimise 


ni 


Z,(,x,u)= 2245 en FU, x, u)+W(t, x, u)£ 


s=i 


Si u, (f, x) s’avère une commande admissible, on passe à la cons- 
truction de V,, et ainsi de suite. 


THeoR£ME 12.2. Si la forme quadratique W* est définie positive 
par rapport aux variables xj, . . ., æn, U1, . . ., u, et s’il existe au 
moins une commande admissible u (t, x), on détermine les suites 
u, ({, x), uw (té, x), ..., et V,(t, x), V:(t, x), -..; de plus 


ux;(#, x) ie Uo (£, x), Vr (£, x) Tr PE Vo (£, X), 
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où us (t, x) est commande optimale et V, (0, xo) la valeur optimale de 
la fonctionnelle J (xs, wo): 


Vo (0, xo) = J (Xos Uo)- 


DEMONSTRATION . On met chaque commande obtenue par approxi- 
mations successives sous la forme 


+00 
un (,x)= D UE” (12.38) 


où Uf (t, x) = M, (©) x. Ceci étant, on vérifie sans peine que la 
matrice MW, (t) se définit par la formule 


MA (0 = C1 (t) [Q* (6) 8: (#) — B* (b]. (12.39) 


Ici 8, (t) est la matrice de la forme quadratique qui est la première 
forme dans le développement de V, (t) changée de signe, si bien que 


V, (t)= > pen, (12.40) 


où Vi? = — x*0,x. 

On construit facilement les équations différentielles linéaires 
pour les coefficients des formes Vi". Le paragraphe précédent 
entraîne la convergence des matrices M, (t) et l’admissibilité des 
commandes M, (t) x, si bien que les coefficients en question ont 
pour limite des fonctions continues, bornées, définies pour t{ > 0. 
Il existe donc des formes V£" telles que V£”? — V£”. 

Posons 


Volt, x)= à V (12.41} 
m=2 
et 
w(i,x)= >», U”, (12.42) 
m=i 


où U{”) est limite de forme US”? lorsque À —+ co: 
US" = lim Uf”. 


R—00 
On vérifie aisément que les séries (12.41) et (12.42) sont solu- 
tions du système (12.8), (12.13). Il y a donc convergence aux termes 


du théorème précédent. Aussi u, (t, x) est commande optimale et 
Vo (0, xo) = J (xo, Uo){ 


ConseQuENcE . Si la commande u = (u,, . .., u,) figure linéaire- 
ment dans le système originel et si les formes W®” sont indépendantes 
des u,, ..., u, pour m > 2, les approximations successives s'effectuent 
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d'une autre manière. En effet, 


Us (#,x)=C1(—Q"T2—B%x), 


dVR 
OZ 
« Fc 1'4 AVR . 
où est le vecteur : FR 
"XX 
OVh 
OZn 


La détermination de U, (t, x) ne présente non plus de difficulté 
si les formes W”® (m >> 2) ne sont que des fonctions linéaires des 

RU 

” La commande optimale dans la classe de commandes admissibles 
jouit d’une propriété remarquable. Supposons que le système initial 


est de la forme 
dx/dt = F (x, u) (12.43) 


et que la commande optimale u, (x) est définie pour toutes les 
valeurs du vecteur x. 


DeriNtrioN* 12 3. L'ensemble des points x, tels qu2 


is 


où xt, xo) est solution de jets pour la command: u = u (x), 
s'appelle domaine d'attraction de la position d'équilibre x = 0 pour 
la commande u (x). 


Tuesoremæ 12.3. Avec la commande optimale u, (x), le domaine 
d'attraction de la position d'équilibre x = 0 est plus vaste que pour 
toute autre commande admissible si l’on est dans la condition 


W>allIx|2+llul2V1+IFIR. 


DEMONSTRATION. Admettons que u (x) est une commande ad- 
missible 
= F (x, u(x)) 
= = ———— |, "12.44 
VIFIFIE Cr 
A part un paramétrage différent, les courbes intégrales du systè- 
me (12.44) se confondent pour u = u (x) avec celles de (12.43). 
En effet, le système (12.44) devient (12.43) par substitution ds = 
= d'V1A+IFI. 
Le système re 44) a ses courbes intégrales définies pour tous 
des s de —oco à —+oo. 
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Introduisons la fonction: 


+oo 
V (xo) = W (x, u(x)) dt (12.45) 
qui peut s’écrire 
+oo 
W (x, u(x)) ds 
4 a, 12.46 
Go) Vi o 


Dans la dernière formule on intègre le long de la courbe inté- 
grale du système (12.44) et dans la formule précédente le long de la 
courbe de (12.43). Supposons que x est un point frontière du domaine 
d'attraction que nous notons À (u). Il est connu que V (x,) définie 
par (12.45), (12.46) possède la propriété suivante: 


Supposons maintenant que x est un point frontière de À (w) 
et qu’il est intérieur au domaine d'attraction À (u). Il existe alors 
son voisinage suffisamment petit tel que V (x,) << M << +oo 
pour [x — xl << p. 

Du moment que x se situe sur la frontière de À (u,), ce voisinage 
contient un point x, pour lequel on a l'inégalité V, (xs) > M. 

La condition d’optimalité de u, implique V, (xo) << V (xs). 
Or, on a choisi p tel que V (xs) < M, d'où le théorème. 

Ainsi, le point x, point frontière du domaine d'attraction corres- 
pondant à la commande optimale, ne peut être intérieur à aucun 
domaine d'attraction associé à une commande admissible. 

Nous avons utilisé le fait que V croît indéfiniment lorsqu'elle 
s'approche de la frontière du domaine d'attraction. Etablissons 
ce résultat en gros sans nous arrêter sur les détails. Choisissons & suf- 
fisamment petit pour que la sphère || x|| < e soit entièrement dans 
A (u). Soit à > 0 si petit que toutes les courbes intégrales du systè- 
me (12.44) qui commencent dans le domaine || x, || < 6, demeurent 
pour s>0 dans || x|| < e. 

Soit x un point frontière de À (u), i.e. son voisinage aussi res- 
treint qu’on le veut donne naissance tant aux trajectoires qui s’ap- 
prochent indéfiniment de x = 0 qu’aux trajectoires qui n’atteignent 
jamais la sphère [| x [| << &, et x, zs, . .., 7m Une suite de points 
tels que 


Xm > X, Xm € À (u), m=i, 2, .… 


Désignons par s, l'instant où la courbe intégrale x = x (s, x.) 
de (12.44) coupe pour la première fois la surface de la sphère 
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| xl] 6. La suite s,, . .., s. jouit de la propriété sm——> +oo. 
Mm—+00 

Dans le cas contraire, on pourrait en extraire une sous-suite bornée 

par 7. Vu la continuité par rapport aux valeurs initiales, toutes 

les courbes intégrales issues d’un voisinage suffisamment restreint 


de x demeurent pour |s|< T dans une région arhitrairement 


petite autour de la courbe intégrale x (s, x). Celie-ci pénètre alors 
dans le ô-voisinage du point x = 0 et s’en approche donc indéfini- 
ment. On vérifie sans peine l'existence des mêmes propriétés pour 
toutes les courbes intégrales issues d’un voisinage suffisamment 
proche de x, ce qui contredit les propriétés dont il jouit en tant 
que point frontière du domaine d'attraction. Ainsi, on a nécessaire- 
ment Sm——> —+oco. On trouve à partir de (12.46): 


M—+00 
e W (x, u) 
> | 22 8eme 
où B — inf LACS) 1x 11 > ê. 


xeA(u) V 1+ IF 
Conséquence : V (x) TRS + 00e 


$ 13. Systèmes à horizon borné 
Soit le système d'équations différentielles linéaires d'ordre nr 
dx/dt = A (t)x +B(tju +f(t, 1EI0, 7]. (13.1) 


Les éléments des matrices À, B et les composantes du vecteur f (t) 
sont des fonctions réelles, continues, définies pour t € [0, T]. La 
matrice À est d'ordre n et les dimensions de PB, x, f et u sont respec- 
tivement nr Xr,n,n,r. 

Soit la fonctionnelle 


Ts 
J= | tn" 4: (0 x +-2x*B, (0) u+u*C (9 u+ x°A (6) + uŸCi (#)] dt + 
0 
+x° (7) Eux (7) + x° (T) Pos (13.2) 
avec À;,, B,, C, 6, des matrices et A., C,;, @, des vecteurs de dimen- 
sion correspondante. Admettons que les éléments de ces matrices 
et les composantes des vecteurs correspondants sont réels, continus, 
définis sur [0, 7]. Supposons les éléments de 6, et les composantes 
de œ, constants et la forme quadratique u*Cu définie positive, 
i.e. il existe une constante c > 0 telle que 


cu*u< u*Cu, 1€[0, TI 
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DeriNniTion 13.1. Une commande u est dite admissible si elle peut 
prendre la forme 


u=M(t)x +N()| (13.3) 


où M (1) est une matrice à r lignes et n colonnes, N (t) un r-vecteur, 


les éléments de M et les composantes de N (t) étant des fonctions réelles, 
continues, définies sur [0, T]. 


DériNiTioN 13.2. Une commande admissible u, = M, (t) x 
+ N, (t) est dite optimale relativement à la fonctionnelle "43. 2) pe 
elle la rend le plus petite possible le long de toute solution x = x (t, xo), 
x = X, pour t = 0, autrement dit, si u est une commande admissible 
et e u, est optimale, alors J (xs, u,) < J (xs, u) quel que soit xs. 
oit | 


V (x, 1) = x°6 (1) x + x (i) + (D, (13.4) 
avec @ ({) une matrice de dimension n, @ (ft) un n-vecteur, 1 (£) une 
fonction scalaire. Les éléments de @, les composantes de œ et la 
fonction 1 seront supposés définis pour t € [0, T], réels et continue- 
ment dérivables. Par souci de brièveté, notons f, (x, u, t) l’expres- 


sion sous le signe d'intégration dans (13.2). Cherchons dans le systè- 
me (13.1) la commande optimale relativement à l'amortissement 
t 


de la fonctionnelle Y + | Îo dt. 


0 
On sait que cette commande minimise la dérivée de la fonc- 
tionnelle par rapport au temps suivant les courbes intégrales de (13.1) 


V fo = x*A*Ox + x*Ox + x*OAx + u*B*Ox LE + 

+ f*Ox + x*OBu + x*Of + (4x + Bu + f}* q +x*p +f, — 

(13.5) 
[] 


La fonction W devient par transformation 
W = x* (4*0 + 84 + 6) x + x* (29Bu + 260f + A*o +) + 


. 
+ u*BFp + + fo + 
La commande optimale cherchée se définit à partir des équa- 
tions 
0W 
Guy 0 1—=1, “ss Ts (13.6) 


*B);+ (2x°B:);+2 (Cu), + (C*);. 
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Ces équations sont linéaires en w,, ..., u, et de déterminant non 
nul. La solution du système s'écrit donc 


u = M,x + N,, (13.7) 

auquel cas on a 
M, = —C”!(B*6 + Bi), (13.8) 
No= —+ C1 (p°B+ C?)*. (13.9) 


Pour que la solution (13.7) soit optimale relativement à la fonc- 
tionnelle (13.2), il faut choisir la matrice © (1), le vecteur o (t) et 


la fonction 14 (t) tels quel 
W = 0 (13.10) 


pour la commande (13.7) et 
V (x, t)=x" 6x + xp pour {=T. (13.11) 


Trouvons, moyennant la condition (13.10), les équations don- 
nant @, @ et . Portons (13.7) dans l’expression de la fonction W 
et utilisons l’équation (13.10), il vient 


W = x* (4*0 + 64 +0) x + x* [208 (M,x + No) + 261 + 
+ A + 9] + (xt M3 + NS) B*p + É*p + + x* Aix + 
+ 2x*B, (Mox + No) + (x* M6 + N5) C (Mox + No) + 
+ xt As + (x Mo + No) Ci 


et, par transformation, 
W = x* (4*0 + 604 + 6 + 26BM, + A1 + 2BMo + 
+ MiCM) x + x* (26BN, + 261 + A*p + + M3B*p + 
+ 2B1No + MiCNo + A: + M6C) + NiCMox + 
+ NiBœ + É*p + vb + NICNo + NôCi. 
On obtient par recours à (13.10)| 
A*9 + 64 + 6 + 20BM, + À; +2B,Mo + M3CMo = 0; 
(13.12) 
26BN, + 201 + A*o + + M3B*p +2B,No + 
+ 2MSCNo + As + M6C = 0; (13.13) 
NEB*o + Sp +v + NICN, + NiC, = 0. (13.14) 


La condition (13.11) fournit les données initiales nécessaires 
pour résoudre (13.12), (13.13) et (13.14) 


6 = 6,, = Po, b—=0 pour t=T. 
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Les équations (13.12)-(13.14) s’écrivent sous forme explicite si 
l’on utilise (13.8) et (13.9): 


4*0+84+8—28BC-1 (B°6 + B*)+A,—2B,C-1(B°O+B*)+ 
+(8B+B,)C-1(B*O+B*)=0; (13.15) 
— 6BC-1(p°B+ C*)+ 28f-+ 4°p+ p—(BO + B,) C-1B°p— 


— BC (pB+C)+(8B+8B;) CT (q"B+C:)+A:— 
— (6B + B;) C7iC, =V;, (13.16} 


4 e 
—3 (Bp+0)CiBe+fp+p+ 
1 
+ (Bp+0) C7 (pB+ C)—+ (Bp+G)CCi=0. (13.17} 
L'équation (13.15) s'écrit comme 


+ 6 (A— BC-1B*)+ (4° — B,C-:B*)6— 
— 6BC-1B*8+ A4, —B,C"1B*=—0, (13.18) 
6—=6, pouri=T. (13.19) 


THeoR£ME] 13.1. Pour qu’il existe, dans (13.1), une commande 
optimale relativement à la fonctionnelle (13.2), il faut et il suffit que 
l'équation (13.18) munie de la condition initiale (13.19) possède une 
solution continue pour t € [0, T], la commande optimale prenant la 
forme (13.7), où le vecteur q (t) vérifie l'équation (13.16) avec la condi- 
tion initiale @ = œ, pour t = T. Le système (13.18) avec la condition 
initiale (13.19) a toujours une solution réelle, continuement dérivable, 
définie dans un voisinage du point t = T. On impose à cette solution 
d'être prolongeable sur l'intervalle [0, T] tout entier 


DEMONSTRATION . Supposons que (13.18) admet, sous la condi- 
tion initiale (13.19), une solution définie dans [0, T], réelle et 
continue. Soit @ (t) cette solution. Portons-la dans l'équation (13.16). 
On obtient un système linéaire d'équations différentielles pour le 
vecteur @. Ce système a toujours une solution définie pour t € [0, FT]. 
Par substitution du vecteur œ (t) obtenu dans (13.17), on trouve 

Ÿ (t) avec la condition initiale ÿ (T7) = 0. Définissons la fonction 
Vs, t) et la commande (13. 7) en fonction de @ (t), œ (t), vw (#)- 
La commande en question s’avère nee optimale relativement à 


l'amortissement de la fonctionnelle V + fo AT. 
0 


On a Ÿ + fo = W = 0 pour cette commande qui est donc opti- 
male relativement à la fonctionnelle (13.2). La valeur optimale est 
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donnée par la formule 
J (xo; uo) — x00 (0) x, + xüp (0) + ÿ (0). 


La commande optimale relativement à (13.2) dans (13.1) permet, 
si elle existe, de définir la fonction 


T 
V (x, ?) — | fo (xs Us D'dt+ x (T) Gex (T)= x" (T)@. (13.20) 
t 


Il s’agit, on le constate aisément, d’une forme quadratique 
€N Zi, - - +) Zn QU'ON peut représenter comme suit : 


V'(x t) = x*6 (0) x + x*q (t) + (b), (13.21) 


où la matrice 6, le vecteur et la fonction 1 satisfont au systè- 
me (13.12)-(13.14). Admettons que la matrice M, et le vecteur N, 
définissent dans ce système u, = M,x + N,, commande optimale 
relativement à J, dont nous venons de supposer l'existence. Il 
reste à montrer que M, et N, s'expriment nécessairement par (13.8), 
(13.9). On trouve ensuite, en appliquant ces dernières formules, 
que 6 (t) est solution définie pour t € [0, 7] du système (13.18) 
avec lai condition initiale (13.19). La démonstration s'achève si 
l’on établit que (13.8), (13.9) sont des conditions nécessaires d’opti- 
malité de la fonctionnelle. La forme générale de ces conditions est 
donnée ch. II ($ 10). On montre comme au $ 11 qu’elles sont de la 
forme (13.8), (13.9). Le théorème est démontré. 

Passons à la recherche de @ (t), solution de l’équation (13.18), 
et aux conditions suffisantes d’existence d’une solution de (13.18) 
sous (13.19) sur l’intervalle [0, 7] tout entier. 


TH£oREME 13.2. Si la forme quadratique 
x* [A (4) + A*6, + 6,4] x 


est définie positive, il y a existence de solutions continues de (13.18) 
dans la condition (13.19) sur tout l'intervalle [0, T1]. 


DEMONSTRATION. On obtient cette solution par la technique 
suivante des approximations successives. Prenons la commande 


u = M,(t) x + N, (+), 


avec M, (t) une matrice donnée, N, (f) un vecteur donné. Substi- 
tuons dans (13.12)-(13.14) M, à Mo et N, à N, et cherchons la solu- 
tion 6,, 1, Ÿ. du système linéaire obtenu avec les conditions ini- 


tiales 
Os (T) = So; PT) = Pos (7) = 0. 


Cette solution existe et est continue sur [0, 7]. Portons 6,, q, 
dans (13.8), (13.9) où ils remplacent 6 et q. On définit ainsi M, 
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et N.. Procédons de même avec la commande u, obtenue : 
= M, (t) x + N, (6). 


Nous aboutissons à une suite de commandes U,, U, U:, . . . et à une 
suite de formes quadratiques V,, V,, ...: 
u = M3(t) x + N, (1); (13.22) 
= X*Onx + x*@a (!) + Pa (6). (13.23) 


Montrons que 
6; —+ 0 (£), Pr (£) 7 ® (£), ŸR (£) DES Ÿ (£), 
avec 6 ({), @ (t), w(t) vérifiant le système (13.15)-(13.17) sous les 
conditions initiales 8 (7) =6,, ®@(T) = Pos D(T) = 0, d'où 
u, — U, quand À —+ +oo, la commande u, étant optimale. Etant 
donnée la manière dont on a déterminé les suites u, et V,,ona 


T 
Va (x, t)= | fo (x: us, T)dt + x (T) GX (T) + x (T) Po. (13.24) 


t 
Formons W, (it, x, u) moyennant V;: 
Wir = Vi + fo (x u, t). (13.25) 


La dérivée de V, est prise le long des courbes intégrales du 
système (13.1) pour une commande admissible u. On prend u;;, 
pour commande qui minimise W,. Notons que x de l’égalité (13.24) 
désigne la solution de (13.1) pour u = u,. On a à partir de (13.24): 


Ph + fo 0 pour u—u;. 


Par conséquent, quand u = u,4,, on a 


TE + fo LO, (13.26) 
vu que uz+, minimise W,. Intégrons (13.26) de t à 7, il vient 
T 
Va (est) — Wa (RT), T)— À fo Ge untn D dr>0, (13.27) 


{ 


Va (x, t) > Ver (x, 1) 


parce que V, (x (7), T) = x* (T) 6ox (T) + x*Po- 

Ainsi, la suite des formes quadratiques V,, V., . . . est monotone 
décroissante. Sous les hypothèses du théorème considéré, la fonc- 
tionnelle J est minorée pour toute commande admissible. Il en 
est donc également de la suite des formes quadratiques, ce qui fait 


d'où 
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que les éléments des 6,, les composantes des , et les fonctions 4 
sont bornés dans leur ensemble pour f € [0, TJ. D'où la propriété 
analogue des composantes des vecteurs N, et des éléments des ma- 
trices M,. Ceci étant, les coefficients du système linéaire (13.12)- 
(13.14), où M, et N, sont remplacés respectivement par M, et N:, 
sont bornés dans leur ensemble. Cela implique l’équicontinuité des 
solutions du système en tant que fonctions de t € [0, 7]. Il en dé- 
coule que la suite des matrices 6, contient une suite convergente. 
Il y a plus. Toute partie infinie de cette suite possède une sous-suite 
convergente. La même affirmation est vraie en ce qui concerne les 
vecteurs 4 et les fonctions 1+;. 

Substituons dans (13.12)-(13.14) M, à M,, Nz à N, et passons 
à la limite par rapport à la suite partielle indiquée. Nous obtenons 
les équations (13.15)-(13.17). Ainsi, les limites des sous-suites 
indiquées sont solutions de ces équations dans les conditions ini- 
tiales 6 (T) = 6,, p(T) = @, vw (T) = 0. Du moment qu'il y 
a unicité, toutes les sous-suites convergentes tendent vers une même 
limite, ce qui est possible si et seulement si les suites @,, @n, x 
convergent. La convergence est uniforme et les fonctions limites 
sont continuement dérivables, définies sur [0, 7]. Cela prouve l’exis- 
tence, sous les conditions initiales (13.19), d’une solution continue 
sur [0, T7] de (13.18). La détermination de la commande optimale 
se réduit donc à la recherche des solutions du système (13.18). On se 
passe de la résolution de ce système si l’on connaît les commandes 
nominales optimales. 


Derinirion 13.3. Une fonction vectorielle continue u, (t) s'appelle 
commande nominale optimale relativement à la fonctionnelle J au 
point x, si elle rend J le plus petite possible par rapport aux valeurs 
prises par J sous l’action de toutes les fonctions vectorielles continues 
u (£) définies pour t € [0, T], si bien que J (xo, wo) < J (xo, u) pour 
Xo donné. 


TH£OREME 13.3. On détermine la commande optimale uw, = 
— M,x + N, moyennant n +1 commandes nominales optimales 
u; (t),,i=1,..., n +1, correspondant aux points xi°’, i = 1, ... 
., n +1, tels qu'il y ait indépendance linéaire des vecteurs 


Ex —x, i=2, ..., n+1. (13.28) 


DEMONSTRATION. Notons UÙ (t) la matrice de colonnes formées 
avec les vecteurs u, (t) — u, (t), i = 2, ..., n +1, et X (:) la 
matrice de colonnes x; ({) — x; (té), i = 2, ..., nr +1, avec x, (t) 
la solution définie par le système (13.1) pour la commande u, (t) et 
la condition initiale x’. Posons x (t) — x® pour t = 0, M, = 
= UX"1(t) et N, = u,(t) — U (t) X-!x.. 
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Montrons l’'optimalité de u, = M,x + N,. Etant donné que 
u, (t) est nominale optimale, cette commande, ainsi que la trajectoire 
associée x; (t), satisfait à la condition nécessaire suivante. 

Il existe des fonctions Àuy (ft), ..., Any (t) telles qu'il y ait 
entre elles et les fonctions x,, u, les relations 


Ozst __ 0W 


ot ok ? (13.29) 

Ohsi _ 0W 

dŒ OZsi ? (13.30) 
ô0W : | 
ae = 0 i=1,...,n+1,j=1,...,r, s—1,...,n, (13.31) 


W=fo+ Zu; £s = (Ax + Bu +f) s. 


Soit À, un vecteur de composantes À;, ..., À. Désignons par 
A la matrice dont les colonnes sont formées avec À, — À,. Posons 


O(t)=+ AX (+), 
p(t)=A(t)—A(E) À x, (1). 


En utilisant la matrice 6 (ft) et le vecteur œ (ft), on détermine 
4 ({) comme étant solution de l’équation (13.17) : 1 (7) = 0. Intro- 
duisons la forme quadratique 


Vo (xt) = x*6 (1) x + x°q (t) + (). (13.32) 


On montre, moyennant les équations (13.13), que la commande 
us = M,x + N, rend la fonction V, +f, le plus petite possible, 
à savoir nulle, et qu’elle est donc optimale relativement à la fonc- 
tionnelle J. 

Le théorème démontré résout le problème de la synthèse de la 
commande optimale par détermination de plusieurs commandes 
nominales. Dans ce théorème et au $ 11 nous l’avons résolu pour 
des cas concrets. Il faut trouver d’autres cas importants où ce pro- 
blème est possible et prêter une attention particulière à la synthèse 
des commandes optimales du point de vue du temps de réponse. 

Passons à des systèmes différentiels non linéaires. Soit le système 


dx/dt = Ax + Bu +f(x,u,t) (13.33) 


et la fonctionnelle 
T 
J=p(x(T)+ (th ut)+h(@u td. (13.34) 
0 


Supposons que les fonctions p, h et les composantes du vecteur f 
sont des fonctions uniformes analytiques des z,, . .., Z\h,Uj, ..., u, 
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au voisinage du point mn. =...—17, =u = ...—u,—= #0 et 
admettent, dans une région fixe autour de ce point, un développe- 
ment en séries à coefficients réels continus dépendant de #, qui 
convergent uniformément pour # € [0, T]. Supposons de plus que 
le développement des composantes de f débute par des termes du 
deuxième degré, celui de À par des termes de degré 3, que le dévelop- 
pement de p ne renferme pas de terme constant, l’ensemble de ses 
termes du premier et du deuxième degré s’écrivant comme x*®, + 
+ x*Ox. 

Les matrices À, B et la fonction f, sont supposées ayant les 
mêmes propriétés que plus haut. 


DérFiNiITION 13.4. Une commande u = u (x, t) est dite admissible 
si les composantes du vecteur u(x,t) sont des fonctions uniformes 
analytiques des x,, . .., x, dans le voisinage de x, = ...—x, = 0 
et si on Les développe suivant les puissances de z, . .., x, en séries 
sans terme constant à coefficients réels continus pour t>0,t€I[0, TI, 
tels que les séries convergent uniformément dans un voisinage fixe du 
point T1=-...—= In = 

DériNiTION 13.5. Une commande admissible u, (x,t) est dite 
optimale si elle minimise la fonctionnelle (13.34) quel que soit x. 
Le point x, se trouve dans un voisinage suffisamment restreint de 
L'=s::; 2, 0 

TasoreME 13.4. Si l’équation (13.18) munie de la condition ini- 
tiale (13.19) admet pour t € [0, T] une solution continue, il existe 
pour le système (13.33) une commande optimale relativement à la 
fonctionnelle (13.34). 


DEemMonNsTRATION. Considérons la fonction 


V{x,t)=x"p+x ex + > og (x, t), (13.35) 
m=3 
qui est uniforme analytique dans un voisinage de x, =...—zx, = (0. 


Les coefficients de (13.35) seront supposés réels, continus et tels 
qu'il y ait convergence uniforme de la série dans cette région. Ici 
po" désigne des formes homogènes de degré m en x, . .-., zn. 
Cherchons une commande u, qui soit optimale relativement 
à l'amortissement de la fonctionnelle 
t 


V+ À (o+n) dr. 
0 


Cette commande rend la fonction 


s à — 
3, &stloth= W 


sæ={ 
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le plus petite possible, où g, est la s-ième composante du vecteur du 
second membre de (13.33). Cette commande optimale vérifie donc 
le système d'équations 


OWlôu, = 0, j—=1,...,r, (13.36) 
parce que dans un voisinage suffisamment petit de z = ... = 2 — 
= u —=...—u, = 0 la plus petite valeur de West le minimum 
global. 

La solution de (13.36) est une commande admissible. Notons-la 
u=Mx+ > u (x, t). (13.37) 


Pour que (13.37) soit optimale relativement à la fonctionnel- 
le (13.34), il suffit de choisir les coefficients de (13.35) de façon 
qu'avec la commande (13.37) on ait l'égalité 


W= —0V/ôt, V(x(T), T) = p(x(T)). (13.38) 


Portons (13.17) dans (13.38) et égalons les formes de même 
degré, il vient une chaîne de systèmes d'équations différentielles 
pour déterminer les coefficients de (13.37). Ceci étant, 6 (f) et q (1) 
satisfont au système (13.15)-(13.17) avec les conditions initiales 
6 (T) = 8,, (T7) = w,- Comme dans l'exposé antérieur, la ma- 
trice M, est définie par (13.8) et les autres coefficients de la fonc- 
tion Ÿ le sont de façon unique comme solutions des systèmes linéaires 
d'équations différentielles. Supposons connues les solutions de tous 
ces systèmes. La question à éclaircir est alors la convergence des 
séries (13.37). Montrons que celles-ci convergent et introduisons à 
cette fin les fonctions 


A = 0V/ôx,, ..…, Àn = OV/ôx,. 


Dérivons (13.38) par rapport à z,, . .., x, et prenons en considé- 
ration (13.36), il se trouve que les fonctions À, . .., À, vérifient 
le système 

dùs _ 0W EL 
TR TL s= 1, ss es “Te (13.39) 
Le système (13.33) se récrit 
dr, __OW … 
"R s—=1, er D; 


LD on (13.40) 

W= 2 M£s+/{o+h. 

Les équations (13.36) définissent u,, . . ., u, comme fonction de 
2n +1 variables x, . .., Zn, Aus + - «+, An, t. Ces fonctions 

U} =— U; (x, . . Tns ls e © .;, An: Lt), j — 1: . =, r, (13.41) 
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permettent d'éliminer les commandes ,, ..., u, des seconds 
membres de (13.39), (13.40). Le système obtenu 


dÀ — 

DS Ga (Eur ces ns An ae es Âms t), 
nn — (13.42) 
= Îs (æs ss Zn: UTE Me | An t), s=—1, ss À, 


admet une famille de solutions dépendant de nr constantes arbi- 
traires qui se met sous forme de séries 


À, = DETCE, °..) 
. (13.43) 


n 
A= D 'rucit 
i= 


Déterminons cette famille de solutions. Considérons à cette fin 
l’approximation linéaire du système (13.42) et construisons n solu- 
tions avec les données initiales 


x = xX® pour t—=0,À—=268,x(T) +, pour t =T. 


Réalisons une combinaison linéaire à coefficients c;, . .., à 
quelconques de ces solutions. Soit A, zx, s = 1, ..., n, ces 
combinaisons. La famille de solutions de (13.42) dépendant de 
n constantes arbitraires est recherchée sous la forme 


œ © 
X,= D 2m, Le D AN, s=1,...,n; (13.44) 

m=1 m=1 
avec z{” et À!” des formes homogènes en c;, ..., c,. On choisit 
le système initial de r solutions de façon que c,, . .., c, soient les 


données initiales, i.e. les composantes de x”. Les coefficients des 
formes z{"’, À" vérifient les équations différentielles linéaires. 
On effectue des intégrations successives de ces équations avec un 
choix spécial de conditions initiales. Dans le cas des c;, ..., c, 
suffisamment petits, les séries (13.44) convergent uniformément 
pour {€ (0, 7]. La matrice {xs}, s=1,...,n, i—1,...,n, 
a son déterminant non nul vu l’indépendance linéaire des solutions 
qui la forment. Il est donc possible d’éliminer c;, . . ., c, entre les 
égalités (13.44). Il vient 


hs = 2m 0 Set 3:20 (13.45) 


Ces fonctions sont uniformes analytiques dans le voisinage de 
Zn =...—21, = 0 et on les développe pour t € [0, T] en séries 
suivant les puissances de z,, . .., x, qui convergent uniformément. 
On trouve en portant (13.45) dans (13.41) 


ui=u) (i-iaimt, JL: 7": (13.46) 
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Moyennant À, ..., À, on détermine la fonction 
T 
V(x,1)= | (fo+h) dr + p(x(T)). (13.47) 
! 


Ici l'intégration a lieu pour la commande (13.46). La fonction V 
est uniforme analytique et admet un développement en série unifor- 
mément convergente. On montre sans peine que les fonctions (13.46) 
et (13.47) coïncident avec les séries construites plus haut. Les 
séries (13.47) sont donc convergentes et donnent une commande 
optimale relativement à la fonctionnelle (13.34) de (13.33). On ob- 
tient la commande optimale (13.37) par les approximations successi- 
ves. Soit u, (x, t) une commande admissible. Soit une fonction 
V, (x, t) définie par la formule 


T 
Vite = | (fo+h) de + p(R (D), (13.48) 
t 


où on intègre pour la commande u = u, (x, t). Construisons u, (x, t) 
en tant que commande optimale relativement à l’amortissement de 
la fonctionnelle 

T 


Vi = | (o+h)dr, 
0 
puis procédons comme avec u,, ce qui fournit finalement les suites 
{u, (x, t)} et {V,(x,t)}. (13.49) 
TH£OREME 13.5. Sous les hypothèses du Théorème 11.2, on dé- 
termine la suite {u, (x, t)} dont tous les termes sont des commandes 
admissibles telle que ux (x, t) — u, (x, t) pour k — —+oo, avec u, (x, t) 


commande optimale relativement à la fonctionnelle (13.34) du syste- 
me (13.33). 


Pour démontrer le théorème on établit la borne dans leur en- 
semble des coefficients précédant les termes de même degré des 
séries u;, puis leur équicontinuité. On peut donc extraire de u, 
une suite partielle convergente et il se trouve que toutes les sous- 
suites convergentes possèdent une même limite. Notons u, (x, t) 
cette limite. On prouve ensuite la convergence 


Vh (x, à) —— V (x, à). 
k—00 
On vérifie que la commande u, est optimale relativement à l’amor- 
T 
tissement de la fonction V — | (fo + h) dt et que W — —0V/ôt 


0 
pour u, qui est donc optimale relativement à (13.34). 


CHAPITRE IV 


PROBLÈME DE LA SYNTHÈSE 
DE LA COMMANDE 


$ 14. Indépendance linéaire de fonctions vectorielles et scalaires 


Considérons une famille de fonctions réelles B, (4), ..., B, (t) 
définies et continues pour t € [to, til. 


D£riNiTioN 14.1. Nous dirons que les fonctions B, (t), . .., B,(t) 
sont linéairement indépendantes sur l'intervalle [t, t] & Îto, ti) si 
n 
la condition > cB,(t) = 0 pour tEIKt,tl, avec c,, ..., c, des 
s=1 
constantes réelles, entraîne ç, = 0, s=1,...,n. 


Désignons par B (t) la fonction vectorielle B (t) = [B, (t), ... 
ti 
..., Ban (t)let par À (;, t)la matrice À (t;, t!) — { B (1) B* (1) dt, 


- : o 
où B* est la transposée uniligne de la matrice unicolonne B. 


TH£gorëME 14.1. Pour que les fonctions continues réelles PB, (t), . .. 
.-.., Bn (t) définies pour t € lt t.] soient linéairement indépendantes 
dans l’intervalle [t,, 1], il faut et il suffit que la matrice À (t,,t;) 
soit définie positive. 

D£EMONSTRATION. Necessire. Admettons l'indépendance linéaire 
des B, (t), ..., B, (t) sur l'intervalle [#, t;] et montrons la dé- 
finie positivité de À (t,,t;). En effet, cette matrice a des valeurs 
propres non négatives du moment que la forme quadratique corres- 
pondante ne prend que des valeurs non négatives quelles que soient 
les variables indépendantes ©, . .., c,, à savoir 

iè 


1 
A (t, )e— | [e*B (4) dt>0. 
f, 


Supposons qu’au moins une valeur propre de À (#,1t;) est nulle. 
Il existe alors nécessairement un vecteur réel ce non nul associé 
à cette valeur propre, qui est vecteur propre de là matrice en ques- 
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tion. On a alors À (ft, t;)e = 0. Prémultipliant par c* on obtient 
# 
| [e*B (t)]2 dt = 0. 
to 


La propriété de continuité des fonctions B, (t), ..., B, (t) en- 
traîne alors > cB, (t) = 0 pour 4€ [t, til, et on ac, — 0, s — 


ES PPS n, à partir de la condition d'indépendance linéaire des 
B, DA ..., Bh(t). Or, ç a été choisi non nul. 

La contradiction obtenue montre la positivité de toutes les 
valeurs propres de À (4, 1;), donc la définie positivité de cette 
matrice. 


| SUFFISANCE . Etant donnée la définie positivité de À ({,,t;), on 
montre l'indépendance lineaire des B, (ét), ..., B, (t) dans l’in- 
tervalle [#, {]. Supposons par l’absurde que ces fonctions ne possè- 
dent pas la propriété en question et qu’il existe un vecteur ç non 
aul tel que c*B (t) = 0 pour 1€ [t,t;l. On a de même 

ti 

| [e“B(t)dt=c"A(t, t)e—0. 

to 
Mais la définie positivité de À (4,,t;) entraîne c*A (4, 4) e > ec, 
où À >> 0 est la plus petite valeur propre de À. Donc, e = 0, ce qui 


contredit l'hypothèse de non-nullité de ce vecteur et démontre du 
même coup l'indépendance linéaire demandée. 


TH£OREME 14.2. Pour que les fonctions réelles continues B, (t), 

, Bh (t) définies pour t € [to, t1] soient linéairement indépendantes 
dans Ît,, t;], il faut et il suffit qu'il existe des points %, ..., € 
E [é, t;] tels que les vecteurs constants B, = B (t.), s = 1, ...,n, 
forment une base dans un espace vectoriel n-dimensionnel. 


DEMONSTRATION. NecrssiTe. Supposons que B,(t), .-., B, (t) 
sont linéairement indépendantes dans l'intervalle {t, {;] et mon- 
trons que cet intervalle contient alors des points T,, . .., T, tels 
que les vecteurs B, = B (t,), s = 1, ..., n, possèdent la même 
propriété et forment donc une base dans £,, E, étant un espace 
vectoriel de dimension #. Il est connu que des vecteurs B,, ..., B, 
forment une base si et seulement si le déterminant de la matrice 
dont les colonnes sont composées de ces vecteurs est non nul. 

Soit, dans [t,t;], un ensemble dénombrable partout dense de 
points T que nous noterons Ty, Toy + - +) Tns + - + Si, parmi les 
vecteurs B (t.), s = 1, ..., n, il s’en trouve n linéairement indé- 
pendants, la nécessité est démontrée. Supposons, en effet, qu'ils 
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sont au nombre de £< n. On les identifie, sans restreindre la géné- 


ralité, aux vecteurs B,, ..., B;,, B;, — B (r;) et on trouve alors 
un vecteur non nul c tel que Bèe = 0, s — 1, ..., k. Comme tout 
B;, j > k, est une combinaison linéaire des B,, ..., B,, on a 


nécessairement Be — 0 quel que soit j. Les fonctions B, (t), 
. @) étant continues et l'ensemble de points %, — 
partout dense sur {[{f,t;}, on a également l'égalité 
B* © € = 0,1Elt, til, ie.ilya dépendance linéaire des B, (t), . 

B, (t) dans fe, t']. Cette contradiction prouve la fausseté de 
l'hypothèse k< n, et il existe donc »r vecteurs B,, j = 1, 2, 
linéairement indépendants. La nécessité de la condition se trouve 
démontrée. 


SurrisANCE. Soient, dans l'intervalle [t, {], des points t,, . .., tn 
tels que les vecteurs B, = B (xt.), s — 1, ..., n, forment une base. 
Montrons que les fonctions PB, (t), ..., B, (t) sont linéairement 
indépendantes dans cet intervalle. S'il n’en est pas ainsi, il existe 
un vecteur non nul c tel que B* (te = 0, 4€ ft,,t;]. Posons ici 
Lt — T,, S = À, ..., n, auquel cas Be = 0, s — 1, ..., n. Le dé- 
terminant de la matrice des coefficients du système étant non nul 
par hypothèse, ce système possède une solution unique, soit ce = (. 
Par conséquent, les fonctions B, (t), . .., B, (t) sont linéairement 
indépendantes par définition. 

Considérons maintenant les fonctions vectorielles B, (4), 

. B, (t) de dimension r 


B,(t) = 4{B;.(t)}, j—=1,...,7r, 


que nous supposerons définies pour £ € [ts, t1l, réelles et continues 
dans cet intervalle. 


De&riNiTION 14.2. Les fonctions vectorielles B, (t), ..., B, 
sont dites linéairement indépendantes dans l'intervalle (#, tl a 


(0) 


€ Lto, t1] si la condition D c,B, (t) = Ô entraine c, = 0, s = 


1, 0070 
Introduisons la matrice B dont les lignes sont formées avec les 
fonctions vectorielles B, (t), . . ., B, (t) et qui est donc à n lignes 


et r colonnes. 
La matrice À (t,,t;) est toujours définie par la relation 
ti 


À (4, t) = { B (t) B* (t) dt, avec B*(t) la transposée de B (t). 


to 
La démonstration des théorèmes donnant les conditions nécessaires 
et suffisantes d'indépendance linéaire des fonctions vectorielles 
B, (t), ..., B, (t) imite celle des Théorèmes 14.1 et 14.2. 
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Tu£orsME 14.3. Pour que les fonctions vectorielles B, (t), ... 
..., B, (t) définies pour t € [ts, ti1], réelles et continues soient linéaire- 
ment indépendantes dans l'intervalle [t,,t:] & [to, t)l, il faut et il 
suffit que la matrice A (t,,1,) soit définie positive. 


TusoreME 14.4. Pour que les fonctions vectorielles B, (t), ... 
... B, (t) définies pour t € [to, t1), réelles et continues soient linéaire- 
ment indépendantes dans l'intervalle [t, ti] & [to, t1l, il faut et il 
suffit que cet intervalle contienne des points 1, . .., %, tels que, 
parmi les colonnes des matrices B (x.), s = 1, ..., n, il s'en trouve 
n linéairement indépendantes. 

Introduisons une matrice G à nr lignes et r colonnes d’éléments 
réels, définis pour £Ef[t,, til qui sont des fonctions à variation 
bornée. 

‘1 

Considérons la matrice Æ (t,,t;) = | (dG) B*. 


to 


TuéorsME 14.5. Les fonctions vectorielles B, (t), . .., B, (t) dé- 
finies pour t E [to, t1l, réelles et continues sont linéairement indépen- 
dantes pour tE [t;, ti] € [to, ti) si et seulement s’il existe une matrice G 
d'éléments réels, définis pour t € [to, t1) qui sont des fonctions à varia- 
tion bornée, telle que la matrice H (t, t;) ait son déterminant non nul. 


D£EMONSTRATION. Necessire. Désignons par B*(t) la matrice 
dont les éléments coïncident avec les éléments de B (ft) aux points 
où ils sont non négatifs et qui s’annulent partout ailleurs. Désignons 
par B-(t) la matrice dont les éléments coïncident avec les élé- 
ments de —Z (t) aux points où ils sont non négatifs et qui s’annu- 
lent partout ailleurs. Il est clair que B (t) = B*(t) — B7(t). Po- 

t t 


sons G — | B* dt — | B- dt. Selon la forme même de cette ma- 


lo to 
trice ses éléments sont définis dans l'intervalle {£,, t,] et constituent 
des fonctions à variation bornée parce qu'ils s’écrivent comme la 
différence de deux fonctions non décroissantes. On constate sans 
peine qu'avec ce choix de G la matrice H (t,,t;) coïncide avec 
A (t,, t;). En raison de l’indépendance linéaire des B, (4), ..., B, (t) 
dans [t,, t;] le déterminant de H (t,,t;) est alors non nul. 


SurFFisANCE. Supposons que H (t,,t;,) est non singulière. On montre 
l'indépendance linéaire sur Ît,,t;] des fonctions vectorielles 
B, (t), ..., B, (t). Admettons qu'il existe un vecteur ce tel que 
B*e = 0. Prémultiplions par (dG) et intégrons de # à t,, il vient 
H (t,,t;)e—=0. Donc ec —=0, d'où la propriété cherchée des 


B, (t), --., B, (+). 
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REMARQUE. Soit Li, ...,lM l’ensemble d'opérations additives 


n 
homogènes sur les fonctions vectorielles, à savoir L,[ > CB (1)] = 
s=1 


n 


— À cly[B,(t)]. Le Théorème 14.5 a pour conséquence que 
s=1 


B, (t),..., B,(t) sont linéairement indépendantes dans [f,, t;] si et 
seulement s’il existe l’ensemble L;, ...,l, d'opérations additives 
homogènes sur les fonctions vectorielles dans {t,, t;] telles que le 


rang de la matrice du système linéaire > Cl; (B,(t)]=0,j—=1,... 


$= 


ban 


.m, Soit exactement 7. 


EXEMPLE 14.1. Considérons les fonctions B, = 1, Be = t,. 
= {n-l et montrons leur indépendance linéaire sur tout ‘intervalle de la dite 
réelle. Soit t un point de [t,,t;]. Posons 


L(B;)=B,(t), ..., l;(B,)= di-1B, (x) 


dt3r1 


ñn 
La matrice du système D cl; [B,], j—1, ..., m, est alors non singulière et 


s=1 
il y a donc indépendance linéaire de ces fonctions dans l'intervalle [t,, t;]. 


EXEMPLE 414.2. Considérons les fonctions B, (t), ..., B, (t) composantes 


du vecteur e?/ Q, avec P une matrice constante réelle d' ordre n et Q un vec- 
teur constant (de dimension n). 

Montrons que pour que ces fonctions possèdent la propriété d'être linéaire- 
ment indépendantes dans tout intervalle de la droite réelle, il faut et il suffit 
que les vecteurs Q, PQ, ..., Pr-?Q forment une base. Par des opérations 
analogues à l'exemple précédent on obtient le système d'équations 


cPiel"Q=0, j=0, ..., n—1. 


Autrement dit, y*PiQ=0, j=0,...,n—1, où y*—= cet. D'où le 
résultat désiré. 


EXEMPLE 14.3. Soit l’équation différentielle 
YU) + Pa (6) DE ee + Pa (E) = 0 
dont les coefficients sont D définis pour t € [{o, t1], réels et continus. 


Soient B; (t), ..., B, (t) les solutions réelles continues de cette équation. 


Si la matrice B() (x), s=— 1, 5. j—=0,..., n — 1, est non singulière 
en un point té [to el les octo BP: (), . se Be (t) sont linéairement 
indépendantes dans tout intervalle contenant r. 

On a, pour les équations différentielles, la proposition plus forte: les fonc- 
tions B; (t), ..., B, (t) jouissent de la même propriété dans tout intervalle 


[t,, til ne contenant pas le point +. Désignons par YŸ (t) le déterminant de B) (+), 


auquel cas on a la relation DE = —P,V, d'où 
t 
- [| Pittat 
14 (4) = 4 (t) € F e 


Donc, si V (rt) # 0, il en est également de V (t), t € [to #1]. 
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EXEMPLE 14.4. Soit le système d'équations différentielles y = L (t) y 
avec yÿ = (y,, . .., Un) un vecteur et P une matrice nr X n à éléments réels 
continus, définis pour t € [to, til. 

Supposons que ce système admet pour solutions les fonctions vectorielles 
B, (t), ..., Ban (t). Si la matrice Ÿ (t) est non singulière en un point +, alors 
B, (t),..., t) sont linéairement dE DUR nes dans tout intervalle [t,,t;] = 
€ [to, 411. Ici Y (t) désigne la matrice dont les colonnes sont formées avec 
les fonctions vectorielles considérées. 

Soit A le déterminant de cette matrice. On a alors 


n 
A=pA, où p= D Pss(t), 

s=1 
Pss étant les éléments diagonaux de P. La dernière égalité permet de trouver 


j Putat 
A(t)=A(te" : 
d'où l'affirmation sur l'indépendance linéaire des B, (+), . .., B, (t) dans tout 


intervalle [£6, #1] © [to, 41] si A (xt) 0. 

Voyons comment une fonction vectorielle d’une forme quel- 
conque s'exprime moyennant des fonctions vectorielles linéaire- 
ment indépendantes données. Soient B, (t), ..., B, (t) des fonc- 
tions vectorielles données dans l'intervalle [0, 7] et u un élément 
de l’espace L°? [0, T] de fonctions vectorielles de carré sommable 
T 
{ u* dt << co. On admet de plus que 
U 

B; (t) E L*[0, TI]. 


TH£OREME 14.6. Si les fonctions vectorielles B, (t), . .., B, (t) 
sont linéairement indépendantes sur l'intervalle [0, T], i.e. la matrice 
T 


A (0, T) = [ BB* dt est non singulière, on a pour u l'expression 
0 
suivante : 


u= >» Bx;+v, (14.1) 


avec Cy, - +, Cn des constantes, v € L®[0, T] et 
T 
| Bivdt=0, j=1,...,n, (14.2) 
0 


la représentation (14.1) étant unique 
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Ici B* désigne la matrice de colonnes B, (ti), ..., B, (t), si 
bien que les conditions (14.2) se récrivent 
T 
( Bvdt=—t(. 


(1 


Démontrons ce théorème. Prémultiplions (14.1) par B et inté- 
grons de 0 à T, il vient 
T 
| Budt=A(0, T)c, (44.3) 


0 


T 
d'où c— 4"! (0, T) Bu dt, et on obtient donc, moyennant (14.2), 
0 


TT 
u—B*A" (0, T) | Budt+v. (14.4) 
0 


Montrons que c’est la seule représentation possible de u. 
Supposons qu'il y en a deux, à savoir u = B*e + v et u — 
= B*e, + v.. 
Effectuons une soustraction terme à terme, prémultiplions par 
la matrice B et intégrons par rapport à t entre O et T7, il vient 
A (0, T)(e — ec) = 0, donc ce = c,; et, partant, v = v,, c.q.f.d. 


REMARQUE. Pour À (0, T) singulière, on a toujours la repré- 
sentation (14.1) qui n'est pas unique cette fois. 
En effet, désignons par S la matrice formée de toutes les lignes 
linéairement indépendantes de À (0, T) et par h le vecteur dont les 
T 


composantes sont celles de { Bu dt munies de numéros correspon- 


0 
dant à ces lignes. On a alors 


h = Sc. (14.5) 
Cherchons la solution de (14.5) sous la forme 
c= S*y +e, (14.6) 


où c est un vecteur possédant la propriété Se — 0. La substitution 
de (14.6) dans l’équation précédente donne h = SS*+y, d’où 


e = 5% (SS*)-Lh + € (44.7) 
Portons (14.7) dans (14.1), il vient u = B* (SS*)-th + v + v, 
T 


avec v — B*c. On constate sans peine que | & dt = 0, ce qui 
0 
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détermine justement la non-univocité de (14.1) pour À (0,7) 
singulière. 

Nous avons examiné ci-dessus plusieurs systèmes de fonctions 
linéairement indépendantes. Posons-nous le problème de compléter 
ces systèmes. Soit l'équation différentielle linéaire 


+ pi(t)am-D +... + pa (t)z=0. (14.8) 


Notons z, (ft), ..., x, (t) le système libre de solutions de (14.8). 
On demande de construire z,:1, - . ., 2,+1 de façon qu’il y ait indé- 
pendance linéaire des fonctions z,, ..., z,+,. Désignons par L (x) 
l'expression 


L(z)=20 + p (bar +... p(t)z 
et considérons l'équation différentielle linéaire 


1 (2) +Q (D 0 (2) +... + Qt) 1(x)=0. (14.9) 


Elle est vérifiée, on le voit aisément, par les fonctions z,, . .., æ,. 
Son ordre étant nr + k, on peut également construire sa solution 


Zntir + + +1 Tn+k AVeC les conditions initiales 
; _ 
Zn41 (to) = Zn (to) =... = 2651 (6) = 0, 2021 (to) = 1, 
{ 2 k—1 
at. 1 (£o) — PURE 1 (to) =... = 26 (to) = 0 
, RkR—92 
Tn+kh (to) = Tn+k (Lo) = = .. = at 2) (Lo) = = 


zik (to) = 1. 


On établit facilement que le wronskien du système élargi de 
fonctions zx;, ..., z,+2 est non nul, et ces fonctions sont donc linéai- 
rement indépendantes. 

En répétant la même procédure pour # => 1, on obtient des fonc- 
tions en nombre voulu. 


$ 15. Synthèse de commandes linéaires 


Soit donné un système de commande linéaire gouverné par un 
système différentiel de la forme 


= P&)x+Q(tu+F(), (15.1) 


avec x, u, F des vecteurs (le vecteur d'état x et le vecteur u sont de 
dimension respective » et r) et P (t), Q (t) des matrices nr X n et 
n X r respectivement. Les éléments des P et Q et les composantes 
de la fonction vectorielle r-dimensionnelle F (t) sont supposés dé- 
finis pour t > O0, réels, continus et bornés. 
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On demande de faire passer le système moyennant une commande u 
de tout état x, pour { = 0 dans l’état final x = 0 pour t = T. On 
s'interroge alors sur les conditions d’existence de la commande 

u = ut(é, x) (15.2) 


qui résout le problème posé et, si cette commande existe, sur sa re- 
présentation analytique. 

Désignons par Ÿ (ft) la matrice des solutions linéairement indé- 
pendantes du système homogène x = P (f) x, et soit Y (0) = E, E 
étant la matrice unité. Posons ensuite B (t) — Y -! (t) Q (t) et 

T 
At, T)= { B(t) B*(t)dt. 
t 
Supposons qu’on trouve, pour x = x, fixe, une commande 


u = u ({) (15.3) 
telle qu'avec (15.3) le système (15.1) ait pour solution 
x = X ({) (15.4) 


possédant la propriété x = x, pour t = 0 et x = 0 pour t — T. 
Portons (15. 3), (15.4) dans (15.1), prémultiplions terme à terme par 
Y -! et intégrons de 0 à T, il vient 


T T 
| Y-ix dt — | Y-'[P(b)x+Q(t)u+F(t)]dt. (15.5) 
fl 0 
Compte tenu de la relation matricielle 

d + Ë 

Tr 1 — YTp, 


on a par intégration par parties du premier membre: 
T T 
= Bu dt+ YF dt, (15.6) 


système qui se présente maintenant comme système d'équations 
intégrales pour définir u (t). Cherchons sa solution sous la forme 


u = B*e + v, (15.7) 


où c est un vecteur constant et v (t) une fonction vectorielle satis- 
faisant à la condition 


T 
| Bvdt=0. (15.8) 
0 
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On impose naturellement aux composantes de B d'être des fonctions 
réelles de carré sommable. 
En portant (15.7) dans (15.6), on obtient, compte tenu de (15.8), 
T 
—x)=4A(0, T) e+| Y-1F'at. (15.9) 
) 
La matrice À (0, T) est supposée non singulière. La dernière égalité 


donne alors 
T 


e=—A(0, T) (xo+ | YFat). (15.10) 
0 


Substituons (15.3), (15.4) dans (15.1), prémultiplions par Y -!? et 
intégrons entre t et T, il vient 


—YT(Dx() = A (, T)e +6 (0), 
avec ; : 


E (4) — | Bv dt+ | YF dt. 
t t 
Cette relation fournit 


c—=—A"t(t, T)[Y-1(t)x(t) LE (1)] (15.11) 
et (si l’on utilise (15.10)) 


T 
x (= Y (+) {A(E, 7) [ 41 (0, T) (xo+ | FF dt) |—5 (4 }. (15.12 
On a par élimination de e de (15.7) 


u= M(t)x EN (b), (15.13) 
où MD) = —B*A (I TDYA, NN) = v — B*A-1(t, T)E. 
Tu£orsME 15.1. Si les fonctions vectorielles qui forment les colon- 
nes de la matrice B*, sont linéairement indépendantes dans tout inter- 
valle [t, T}, t > 0, il existe une famille de commandes (15.13) qui 
dépend d’une fonction vectorielle arbitraire vérifiant la condition (15.8) 
et jouit de la propriété: avec (15.13), toute solution x = x (t) du sys- 
tème (15.1) est telle que x = x, pour t = 0et x = 0 pourt =T, x 
étant un état initial quelconque. 


D£eMoNsTRATION. Le report de (15.13) dans (15.1) donne le système 
Jinéaire d’équations différentielles 


dxldt = (P + QM x +QN +F. (15.14) 


On constate par substitution directe de (15.12) que cette fonction 
vectorielle est solution du dernier système. Cette solution est x = x, 


14—0456 
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pour # = 0. La formule (15.12) entraîne de plus x = 0 quandt = T7, 
et le théorème se trouve complètement démontré. 

On demande maintenant la commande u = u (t, x) qui conduit 
le système (15.1) de tout état initial x = x, pour t — 0 dans l’état 
final x = 0 pour { + +00. On cherche cette commande sous la forme 


u—=e "tt (B*e + v), (15.15) 


avec À une constante positive, c un vecteur constant et v une fonc- 
tion vectorielle à composantes de carré sommable sur tout inter- 
valle fini telle qu’on ait 


+00 
0 


Portons (15.15) dans (15.1), multiplions à gauche par Y -!, inté- 
grons entre 0 et co, puis de £ à +oo, il vient 


+00 

c= — At(k, 0, + 00) [xo+ | Y“Fdt), (15.16) 
0 

c——A1(k,t, +oo)[Y1(t)x(t) +n()], (15.17) 


x()=Y (+) {AU 1, +00) [ A4 (E, 0, +00) Ge+T YFdt)]— 


0 


—1() }, (15.18) 
+ +0 
où n@= | Bve-kt dt+ [YF &. Eliminons le vecteur ce de 
t 
(15.15). On a 
u=px(f)+v, 
avec 
t)— —e-*tB°A1(k, t, Y"1(t). 
u (b) e L + co) | (£). 15.49) 
v(t)=e-ft[v—B'AT(k,t, +o)n]. 
+00 
THÉORÈME 15.2. Si la matrice A (k, t, +o) = [ e*:BB*dt 


t 
n'est pas singulière pour t => 0, il existe une famille de commandes 
(15.19) qui dépend de la fonction vectorielle v et satisfait à la condition 
qu'avec (15.19) toute solution x = x (t) du système (15.1) a la pro- 
priété x (t) — O0 quand t— +oo. 
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D£EMONSTRATION. En portant la commande (15.19) dans le systè- 
me (15.1) on obtient le système d’équations différentielles linéaires 


dx/dt = (P + Qu) x +Qv +F. (15.20) 


Une vérification immédiate prouve que la fonction vectorielle (15.18) 
vérifie le système (15.20) et la condition initiale x = x, quand t = 0. 
Selon la formule (15.18), cette solution présente la propriété : x —> 0 
pour { — +oo. 


REMARQUE 1. La démonstration utilise deux conditions supplé- 
+oo 
mentaires, à savoir la convergence de | Y -1F dt et un choix de > 0 
0 
+00 
tel qu’il y ait également convergence de | e-“ BB* dt. Les éléments 


0 
des matrices Ÿ et Y -! croissant au plus comme une exponentielle, 
la seconde hypothèse est toujours vérifiée. 
Notamment, 


IX œeft, EI < œeft, 


ce qui découle à son tour de la borne des éléments de P (+). 

Dans ce qui précède, le système de commande (15.1) a été amené 
de l’état initial x, dans l’état final x = 0 dans le délai [0, T1]. 
Dans plusieurs cas, on se donne de plus des états intermédiaires sur 
cet horizon temporel. On demande par exemple la solution x = x (ft) 
de (15.1) qui vérifie sur [0, T] les conditions aux limites 


Sxft)=H,j—=0,1..., k:; (15.21) 


Lo = 0, t, = T. Ici S; sont des matrices constantes nr; X n, H; 
des n;-vecteurs constants, fo, 1, - - ., {, des nombres, totalement 
ou en partie donnés. Le système de conditions aux limites (15.21) 
s'écrit comme intégrale de Stieltjes 


T 
| [dS (8)}x (5) =H, (15.22) 
0 


S étant en général une matrice réelle arbitraire formée de fonctions à 
variation bornée sur [0, 7] et H un vecteur constant. 
La famille de commandes est toujours de la forme 


u = B*e + v. (15.23) 
Portons (15.23) dans (15.1), prémultiplions par Ÿ -! et intégrons 
par rapport à # entre £ et Ÿ, il vient 
# 6 
Y-1(8)x(8)—Y (x (6) = A (t, 8)e+ | Bv dt+ | Y-'F dt. (15.24) 
t t 
149 
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Prémultiplions terme à terme par la matrice Ÿ (Ô) et portons dans 
(15.22). Le résultat en est 


T T 
| LAS (917 (9) A, 8) + | LàS (8)1 Y (8) Y-1 (8) x (D + 
T Ô ° Ô 
+ (dS (9)] Y (8) ({ Bv dt+ ( Y-tFdt) =H. (15.25) 
0 t { 


Posons t = 0. La dernière égalité devient alors 
Se + OX, — H,, (15.26) 


avec $ et o deux matrices constantes et H, un vecteur constant, 


T 
S= | [ds (8) Y (8) 4(0, 8), 
0 


o= | [4S (8)] Y (). 


C1] 


Les problèmes suivants se posent alors. 

a) Trouver les conditions sous lesquelles il existe, pour tout 
état initial x,, une commande qui vérifie (15.22). 

b) Trouver l’état initial et la commande pour lesquels le systè- 
me (15.1) a une solution vérifiant (15.22). 

c) Trouver l’état initial pour lequel le système (15.1) possède 
une solution vérifiant (45.22), la commande étant une fonction quel- 
conque donnée. 


TH£oR£ME] 15.3. 1) Si Les lignes de la matrice S sont indépendantes, 
le problème a) est possible ; 2) si les lignes de la matrice © sont indépen- 
dantes, le problème c) est possible; 3) si le rang de la matrice {S, o} 
coïncide avec celui de {S, ©, H,}, le problème b) est possible. On 
suppose que {S, o} s'obtient de S par adjonction de colonnes de © 
et la matrice {S, ©, H,} de {S, o} augmentée d’une colonne supplé- 
mentaire H,. 

REMARQUE 2. Si les lignes de S sont dépendantes, il y a en géné- 


ral impossibilité de a) parce que le rang de cette matrice peut ne pas 
coïncider avec celui de {S, (ox, — H,)}. 


REMARQUE 3. Si les lignes de o sont dépendantes, il y a en général 
impossibilité de c) parce que le rang de © peut s'avérer autre que 
celui de {o, (Se — H,)}. 


: REMARQUE 4. La condition 3) du Théorème 15.3 est la condition 
nécessaire et suffisante pour que le problème b) pos:ède une solution. 


e 
CS 
! 
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Passons à la démonstration même et cherchons la solution de 
(15.26) dans le problème a) sous la forme 


c= S*y +e, (15.27) 


le vecteur © étant contenu dans le supplémentaire orthogonal du 


sous-espace sous-tendu par les lignes de S. Autrement dit, Se = 0. 
La substitution de (15.27) dans (15.26) donne 


SS*y + ox = H. (15.28) 
La matrice SS* n’est pa: singulière, ce qui permet de tirer de (15.28) 
y = (SS*)-1 (H, — 0x0); (15.29) 

donc (15.29) et (15.27) fournissent 
c = S* (SS*)-1 (H, — 0x0) + ce. (15.30) 


En portant cette égalité dans (15.23) on trouve la famille cher- 
chée. Toute solution de (15.1) définie par la famille (15.23), (15.30) 
vérifie nécessairement les conditions aux limites (15.22). 

Prouvons l'affirmation utilisée: SS* est non singulière. 

Supposons par l’absurde que SS* est singulière. Elle possède 
alors au moins une valeur propre nulle à laquelle est associé un vec- 
teur propre y non nul, si bien que SS*y = 0. Multiplions par Ÿ* : 
YSS%y = (S*y)*. Donc, S*y = 0, ce qui signifie la dépendance 
linéaire des lignes de S : contradiction avec l’hypothèse du théorème 
qui démontre complètement la première proposition. 

Pour le problème c) on cherche la condition initiale x, sous la 
orme 


Xo = OŸE + x. (15.31) 


avec x vérifiant la condition d’orthogonalité ox = 0. 
Portons (15.31) dans (15.26), il vient 


ë = (0o0*)-! (H, — Sc). (15.32) 
Les deux dernières relations fournissent en définitive 
Xo = 0% (oo*)-! (H, — Se) + x. (15.33) 


On vérifie aisément que toute solution du système (15.1) avec la 
condition initiale (15.33) remplit les conditions aux limites (15.22), 
ce qui démontre la proposition 2). 

En abordant la dernière affirmation de notre théorème, on estime, 
sans restreindre la généralité, que les lignes de la matrice {S, o} 
sont linéairement indépendantes. On recherche alors la solution de 
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(15.26) sous la forme : | 
c—= S*ô +e, (15.34) 
x) = 08 + X. (15.35) 
Ici le vecteur c. x est orthogonal à £{S, o}, à savoir Se + ox —0. 
On obtient par substitution de (15.34), (15.35) dans (15.26) : 
(SS* + oo*) à = H,. (15.36) 
La matrice de ce système n’est pas singulière. D'où 
ô = (SS* LL oo*)-'H,. 
Un calcul direct montre qu’avec la commande définie par les for- 
mules (15.23), (15.34), (15.36), toute solution du système (15.1) 
vérifie, sous la condition initiale donnée par (15.35), (15.36), la 
condition aux limites (15.22). Nous venons donc de démontrer com- 
plètement le Théorème 15.3. 


Donnons maintenant les commandes pour a) sous forme synthé- 
tique. Eliminons c entre (15.23) et (15.25). On a 


| u— M (t)x+N (t), (15.37) 


ou 
T T 
M(o=—B°[ {145 (817 (6) 46, 9] (ras (enr (6) 7, 
0 0 
T 


N(t}=V-+B [| [4S (8)1Y (8) À (t, |" x 


0 


x tu [aS (1 Y (#) ( | Bv a+ | YFdt)} | 
0 t t 


Dans les développements précédents, les coefficients de la commande 
qui transfère le système d’un état initial à l’état x = 0 dans le 
temps [0, T], ne sont à valeurs infinies que pour t = T, tandis que 
s’agissant du problème (15.21), (15.22), la commande (15.37) prend 
une valeur infinie aux points {; où la solution de (15.1) satisfait aux 
conditions aux limites données. Avec cette commande, la solution 
est cependant définie de façon unique par l’état initial et elle s’ex- 
prime par une fonction vectorielle continuement derivable. 


TagoreMEel 15.4. Si la matrice S est carrée et non singulière, le 
système (15.1) possède pour la commande (15.37) une solution continue- 
ment dérivable qui vérifie la condition (15.22). 

DEMONSTRATION On trouve à partir de (15.26) 

ce — S"?(H;, — 0x). (15.38) 
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Posons t — 0 dans (15.24), substituons t à Ô et éliminons le vec- 
teur ce moyennant (15.38), il vient 


x(t)=Y(t)(E — A (0, t) So] xo + 
+Y (9 [4 (0, ?) SH + | (Bv+Y-F) dt | (15.39) 
0 


On se convainc par substitution immédiate de (15.39) dans (15.1) 
que l’égalité en question constitue une solution continuement déri- 
vable de ce système pour la commande (15.37), et elle vérifie de plus 
par construction les conditions aux limites (15.22), c.q.f.d. 

Voyons de plus près le problème c). Il s’interprète, d’une part, 
comme un problème aux limites pour les équations différentielles 
linéaires et, de l’autre, comme un problème d'’interpolation. Con- 
sidérons, en effet, l’ensemble C [0, T7] de toutes les fonctions vec- 
torielles réelles continues £ (t) définies sur l'intervalle [0, TJ]. On 
demande des conditions initiales pour le système (15.1) telles que 
la solution correspondante x = x ({) remplisse les mêmes condi- 
tions aux limites de la forme (15.21), (15.22) qu’une fonction E& (t) 
donnée à l'avance, autrement dit, on demande que 


Silx(t)—E(9]=0,j=0,...,k, (15.40) 
ou, de façon plus générale, 
FT 
Î LAS (8)] Lx (9) —E (8)) = 0. (15.41) 


0 
La solution x (t) du système (15.1), qui vérifie (15.41), sera dite 
interpolante pour la fonction Ë£ (t). 


TatorsmE: 15.5. Si © est une matrice carrée non singulière, il 
correspond, pour une commande u donnée, à chaque fonction vectorielle 
E (t) une seule fonction d’interpolation x (t) qui vérifie Le système (15.1) 
et la condition (15.41). Si la matrice © est rectangulaire et a ses lignes 
linéairement indépendantes, à chaque fonction vectorielle & (t) est asso- 
ciée, pour u fixe, une famille de fonctions interpolantes x (t) vérifiant 
le système (15.1) et la condition (15.41). 


.  DEéMonsTRATION. Soit © carrée non singulière. On a alors à partir 
de (15.26) 

Xo = 07! (H, — So). (15.42) 
Posons dans (15.24) t = 0, faisons la substitution 8 = t et élimi- 
nons x, moyennant (15.42): 


{ 
x(t)=Y (+) [o-t(Ho—Se) +4 (0, t)e+ [ (Bv+Y"F)&]. (15.43) 


0 
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Cette fonction vérifie le système (15.1) pour la commande (15.23) 
et constitue l’unique solution de (15.1) qui vérifie (15.22). Supposons 
que É(t)E C[0, T] est une fonction vectorielle remplissant la 
même condition. On a alors (15.41) pour la fonction [x ({) — £ (t)]. 
x (t) est donc une fonction d'’interpolation pour Ë ({). Soit mainte- 
nant © une matrice rectangulaire à lignes linéairement indépendan- 
tes. La solution s'écrit alors x, = © (00*)-! (H, — Sc) + x, le 
vecteur x vérifiant la condition d’orthogonalité. Faisons { = 0 et 
Ÿ = t dans (15.24), il vient 


x (t)= X°(4) [o (00°) * (Ho — Se) + x] + 


+ 4 (0, t)c+ | (Bv+Y-1F)dt. (15.44) 


0 


Cette formule donne, pour la commande (15.23), la solution de (15.1) 
vérifiant la condition (15.22). Elle représente donc la famille de 
fonctions vectorielles interpolantes pour toute E (t) de C'[0, T] 
qui remplit cette condition. 

On note que (15.44) dépend d’un vecteur x arbitraire orthogonal 
aux lignes de ©, c.q.f.d. 

Appliquons le Théorème 15.5 à plusieurs cas particuliers. 

Considérons le système différentiel linéaire d'ordre n 


TO LE pa DL... + par =qu+##f, (15.45) 


AVEC Pys + - +» Pns 9, À des fonctions réelles, continues et bornées, 
définies pour t > 0. Désignons par z, (t), ..., z, (t) le système 
de solutions linéairement indépendantes de l'équation homogène 
obtenue de (15.45) pour q = 0, f — 0. Considérons l’ensemble de 
toutes les fonctions continues E (t) € C [0, T] données sur [0, T|]. 
On demande une condition initiale pour (15.45) telle que cette équa- 
tion admette comme solution x = zx (t) vérifiant les conditions 


Z (tj) — E (£) = Ej ] = 1; es À; (15.46) 


Li, - - - tn étant des points distincts de [0, T1]. 
Il est connu que la solution générale de (15.45) est ae la forme 


z= D yz(t)+ | W (t, t) (qu + f) dr. (15.47) 


j=1 0 
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Sous la condition (15.46), la solution générale (15.47) constitue un 
polynôme d’interpolation pour E (t). Introduisons le déterminant 


IT, 5:50: 
D (t;, sin) = {zj(ti)}, j=i, on 
TZ; (ti), Le (£1), ss Ln (:) 
nl ons is ane D'UN tés : (15.48) 
TL: (tn), Lo (£h), ..) Ln (th) 

Le Théorème 15.5 entraîne que si le déterminant (15.48) est 
non nul, on associe à toute fonction E (t) un polynôme d'interpola- 
tion (15.47) et un seul. Ce polynôme est susceptible de prendre di- 
verses formes. 

Si l’on veut utiliser (15.47) pour obtenir un polynôme d'inter- 
polation de Lagrange, on introduit les solutions linéairement indé- 
pendantes /; (t) du système homogène (15.45) par les formules 

D (t4, L9s cos Ljte dy ljéts ce. tn) 


lj;— D (t4, ses En) ‘ À (15.49) 


La fonction E (t) a alors pour polynôme d’interpolation de La- 
grange 


2 (=D LOE+TW(E, r Qu+Nné, (15.50) 
j=1 0 


tj 
E=t—| W (t;, +) (qu +f) dr. 
0 


Posons, en effet, { — t; dans (15.50) et trouvons, à partir de- 
l (3) = 1, L (tj) = 0, sÆ j, que z(t;) = Ë;, d'une part, et que, 
de l’autre, (15.50) est solution du système (15.45). Ainsi, on a le 


TaeorëMEe 15.6. Si le déterminant (15.48) est non nul, il existe 
alors pour toute fonction E € C I0, T] le polynôme d’interpolation de 
Lagrange qu'on cherche sous la forme (15.50). 

Proposons-nous maintenant de construire le polynôme d'inter- 
polation de Newton et introduisons à cette fin l’opérateur de trans- 
lation t. À savoir si E;, E+, . . ., E, est une suite numérique, alors. 
T (Ex) = En+x, si bien que Ex+1 — 1” (E,). Notons A l'opérateur de 
différence À = t — 1. On a alors A(Ez) = Enr — Er. Ensuite 


k e e 
A = (t— 1) = D 1-7 (—1)/ cd et donc 
j=0 


AÀ (E:) = DES (—1} à. 
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La dernière relation définit la k-ième différence et entraîne qu’on 
forme pour E,, ..., &, donnés toutes les différences jusqu’à l’ordre 
n — 1 inclus. 

Exprimons la puissance de + par D SEE de différence. On a 


= (1+ A) — ÿ da. 


Le polynôme d’interpolation de Lagrange (15.50) peut se récrire com- 
me 


ei Un (#) 1 œ+| W(t,)(qu+fjdr. (15.51) 


Rai 


Eliminons les na de t, il vient 


z= 5 ln (6) s 14) &+ W (£, t)(qu+f) dr. 


k=i j=i 


Changeons l'ordre de sommation. Nos obtenons 
k=1 


= D i,(t) AŸ(E) + ( W(t,t)(au+fjdr, (15.52) 


j=0 0 


n 
ij(t)—= 2] chi. 
k=j+1 


TusoreMe 15.7. Si Le déterminant (15.48) est non nul, il existe 
pour toute fonction E (t) E C (0, T] un polynôme d'interpolation de 
Newton (15.52) et un seul. 

Sous quelles conditions cette non-nullité a lieu? 


Tusoreme 15.8. II existe un nombre positif e >> 0 tel que le dé- 
terminant (15.48) soit non nul sits, te, « . ., t, sont des points distincts 
de l'intervalle [t, t tel, tE [0, TI]. 


D EMONSTRATION. Supposons faux le théorème en question. Il 
existe alors au moins un t tel que l’intervalle [f, &£ + e] contienne, 
pour Ps eg >> 0 arbitrairement petit, des points distincts f, le, - - « 
.. ñn pour lesquels le déterminant (15.48) s’annule. Montrons que 
cette ire contredit l’indépendance linéaire des fonctions 

Zi (t), -.., t (t) dans l'intervalle [0, 7]. Développons la deuxième 
Lyne de (15.48) en série de Taylor suivant les puissances de ?{, — t, 
et arrêtons-nous aux termes du second ordre infinitésimal en t,; — t,, 
puis développons la troisième lizne suivant les puissances de ft; — t, 
jusqu’à l’ordre 3, et ainsi de suite. Développons enfin la r-ième ligne 
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par rapport à é, — t, jusqu” à l’ordre nr. Retranchons la première 
ligne de toutes les autres. Divisons par t{;, — &, la k-ième ligne du 
déterminant ainsi obtenu et retranchons la deuxième ligne de celles 
qui la suivent. Si l'on continue, on aboutit à un déterminant qui 
diffère aussi peu que l’on veut du wronskien 


Zi (ls) -.. Zn (t4) 
Wu :s-;t,)= Zi (ts) +. Zn (t1) " (15.53) 
an 0 (4). a 0 (6) 


Le déterminant (15.48) ne s’annule donc pour & suffisamment faible 
qu'avec le wronskien (15.53), ce qui est impossible. Ainsi, le nombre & 
du théorème existe. 


ConsequENcE. Si les points d'interpolation t,, ..., t, sont suf- 
fisamment proches, on détermine un polynôme d'interpolation pour 
toute fonction E () EC I0, TI]. 

Dans un autre cas particulier (la formation du polynôme d’in- 
terpolation d’Hermite), il peut y avoir impossibilité mème pour des 
points d”’ interpolation aussi peu distants qu’on le veut. 

Désignons par C*[0, T] l’ensemble de fonctions réelles k fois 
continuement dérivables E (t) définies sur [0, TI. Soit t,, ..., tr 
des points distincts de cet intervalle. On suppose que les dérivées 
LE (4159, j = 1,2, ..., j,, d'ordre k,,, s = 1, ..., l, sont don- 
nées en £, si bien que k,; prend ses valeurs dans la suite numérique 

L 


0,1,..., n — 1,et que ÿj, = nr. On demande un polynôme d’in- 


À s=1 
terpolation x (t) de la forme (15.47) tel qu’on ait 


(A REG, 1, ..., 15 j=1, je (5.54) 


Si le problème est possible, le polynôme construit est dit d’Hermite. 
Considérons le déterminant D, (£,, ..., t;) dont les lignes forment 
les vecteurs [z, (t,)]"s, ..., [zx, (t, NUM T1; nos 
= 4,,. L. Remplaçons ce vecteur par æ (t), Ze (t), à 205 Ln° (D) 
dans la ligne indicée par s, k,, divisons le déterminant ainsi obtenu 
par D, et désignons le résultat par 


Qu (t). (15.55) 


On voit sans peine que les fonctions (15.55) sont des combinaisons 
linéaires à coefficients constants des zx, (t), . .., x, (t). Posons 


Gp D 


2— S 5 191 (#) (E(£)) 


Ji sm 


+ W(E, ©) (qu+f) dr, 
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E désignant toujours la fonction 
t 


E (t) — | W (t, +) (qu + f) dr. (15.56) 


0 

Pour D, non nul, la formule (15.56) donne le polynôme d’'interpo- 
lation d’Hermite. Il découle du Théorème 15.5 l’éventuelle nullité 
de D, pour tout choix des #,, . .., fà. 


$S 16. Synthèse de la commande 
dans des systèmes quasi linéaires 
et des systèmes de stabilisation 


Soit un système de commande décrit par le système différentiel 


x=P(Dx+Q(u+F() +uG(, x up). (16.1) 
Les éléments des matrices P et Q et les composantes de F sont sup- 
posés définis pour t > 0, réels, continus et bornés, les dimensions 
de P, Q,F (t) et u étant respectivement nr X n,n Xr,netr. 
Admettons que les composantes de la fonction vectorielle G (f, 
x, u, u) sont données pour { >0,xE€ÆE,,uEEËE,, | u | < pa, avec 
E,, E, deux espaces euclidiens n- et r-dimensionnel, u un para- 
mètre réel, pu, une quantité positive, et qu'elles sont continues et 
continuement dérivables par rapport aux composantes des vecteurs x, 
u et du paramètre pu. Soit Q un domaine borné de l’espace de phase 
E,. Si l’on demande par exemple de conduire le système commandé 
de tout état initial x, € © à l’état final x = 0 dans le temps [0, T], 
on a à établir, comme pour les systèmes linéaires, les conditions 
d'existence des commandes u = u ({, x) correspondantes et à les 
représenter analytiquement. 


TH£oKkEME! 16.1. Si les fonctions vectorielles qui furment les colon- 
nes de la matrice B*, sont linéairement indépendantes dans tout inter- 
valle [t, T}, il existe une famille de commandes 


u—ut(,x,u, v), Iul<ho HvII< vo, 


où Uo et Vo sont des constantes positives suffisamment petites et v est 
une fonction vectorielle continue telle que 


eT 

| Bva=0. 

0. 
Chacune de ces commandes transfère le système (16.1) d'un état initial 
x — x, au temps t = 0, x, E Q, à l'état final x = O0 autempst =T. 


DEMONSTRATION . Rappelons que la matrice B se définit par la 
matrice fondamentale Y du système linéaire homogène 


x=P(i}x, Yo=E (16.2) 
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selon la formule B — Y -:1Q. Cherchons la commande sous la forme 
u = B*c + v. (16.3) 


Portons (16.3) dans (16.1), multiplions terme à terme par Ÿ ! et 
intégrons de 0 à T, il vient 
T 


—x,—=A(0,T) e+{ Y-1(F+uG)dt. (46.4) 


0 


Si le produit de (16.1) par Y -! est intégré entre t et T, on obtient 
également 
T T 


_x(h=Y(t A(t, T)c+ | Bv di + [ Yi(F+uG) dt. (16.5) 


t t 


Désignons par c, la valeur du vecteur ce qui résulte de (16.4) pour 
u = 0. Calculons le jacobien 


O(£4, -.., En) 
D (C4, +. En 


Il coïncide, on le constate sans peine moyennant la formule (16.5), 
avec le déterminant de la matrice —YŸ (t) À (ft, T). Les fonctions 
vectorielles colonnes de B* étant linéairement indépendantes dans 
tout intervalle [t, 7}, il existe l'inverse 


c=ct{t, x, Lu, v) (16.6) 


pour tout | u | << u, suffisamment petit et toute fonction continue v 
telle que || v || Lo, Lo, V0 étant des constantes positives suffisam- 
ment petites. Le report de (16.6) dans (16.3) donne u = u (ét, x, pu, 
v). Montrons qu’avec cette commande toute solution du système 
(16.1) issue du point xs € Q arrive en x = 0 pour t = T. 

En effet, cette solution coïncide avec celle de (16.1) commandé 
par (16.3) où le vecteur c est pris comme solution du système (16.4). 
On voit aisément qu'avec ce choix de la commande (16.3), les solu- 
tions de l'équation (16.1) possèdent la propriété: x = x, pour & = 0 
et x = 0 pour t = T, ce qui résulte en particulier de (16.5). La fa- 
mille (16.3), (16.6) jouit donc de la propriété désirée. 


pour c—C et =0. 


REMARQUE. La fonction vectorielle v peut présenter des dis- 
continuités, mais on exige que ses composantes soient de carré som- 
mable sur [0, T|. 

Considérons un système de commande en régime de stabilisation. 
Soit un système d’équations différentielles de la forme 


x = P(ix +Q(u +Hi(t, x, u), (16.7) 
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avec P et Q de (16.1). La fonction H est l’analogue de G de ce dernier 
système et on impose de plus la condition 


IHIS + (x + Tu D'+e, (16.8) 


y et « étant des constantes positives. 

L’inégalité (16.8) est supposée vraie dans un voisinage suffi- 
samment restreint du point x = 0, u = 0. Admettons que la com- 
mande cherchée 

u =u(t, x) (16.9) 


doit être telle que le système (16.7) ait pour solution x = x (1) véri- 
fiant la condition x = x, pour { = 0 et x = 0 pour t = T, le vec- 
teur d’état initial x, étant pris quelconque dans une région suffi- 
samment petite autour de l’état final x = 0. 


TæeorsmME 16.2. Si les colonnes de la matrice B* = Q* (Y-\)* 
sont linéairement indépendantes, il existe une famille de commandes 


u =ut(t, x, v), (16.10) 


I v I vw, 1x [| & €, avec v, et € des constantes positives suffisam- 
ment petites. Par application de la commance (16.10) chaque solution 
du système (16.1) qui ccmmence dans le dcmaine || x || S e au temps 
1—0, atteint l’état final x—0 au temps 1=T. 


DemonsrraTionN. Effectuons les substitutions x = x, u = pu, 
u étant un paramètre faible, dans le système (16.7), il vient un sys- 
tème d'équations quasi linéaires de la forme (16.1) sous la condi- 
tion F (t) = 0. En recourant au Théorème 16.1 où l’on prend pour & 
une région entourant x = 0, on aboutit à la famille de commandes 
indiquée. Si l’on pose u = B*c + v dans (16.1) et si l’on introduit 
les notations c, = Znyys + + +, Cn —= Ton, On obtient le système d’équa- 
tions pour les variables zx,,; 


dTn+k > = 
SR 0, k=1,...,n. (16.11) 


La réunion de (16.1) et de (16.11) fournit un système d'équations 
différentielles ordinaires pour lequel la construction de la com- 
mande qui fait passer le système de l’état x, dans l’état x = 0 sur 
l'horizon temporel [0, 7], devient un problème aux limites usuel 
avec des conditions aux limites séparées. 

On comprend donc le grand rôle qui échoit à la théorie de l’exis- 
tence et de l’unicité des solutions des problèmes aux limites pour 
des équations différentielles ordinaires. Ci-dessous on donne une 
méthode du balayage pour ces problèmes. 

Soit le système de nr équations différentielles ordinaires 


dx 


PT —}, (£, TL; ss Ti) s=ÂÀ, cc.) À; (16.12) 
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aui est supposé possédant comme solution 
rs = 2,(t)}, tEI0, T},s=1,...,n, (16.13) 
vérifiant les conditions aux limites 
pu (ax (0), ce en (0) 0 i=1,...,k (16.14) 
(tn (The En (T)) = 0, j=1,..., n—k. 16.15) 


On demande la technique de construction de cette solution. 
Considérons l’équation aux dérivées partielles 


80 , «1 60 
P+3 À 0. (16.16) 


Soit ses solutions 


Bi = Et, a... Zn) = 0, à Re, (46.17) 


N = ( I... En) = 0, j==1,..., nr —Kk, (16.18) 
satisfaisant aux conditions initiales 


E: (0, Lis ee es Tn) = Pa (Lis + + Tn), à = À, ee 3 k, 


] 
ti 
* 


(16.19) 
NI (Ts Ts sos En) = (nue Mb i=1, sr —k. 
(16.20) 


La recherche de (16.13) à l’aide des fonctions (16.17), (16.18) 
se fait de plusieurs sr 


I. Cherchons la solution z,, 2, . .., z, du système 
lies) =0, i=1.:.:, 6% 
Ÿy (Ga ...) z}=0;:]=1, . n — k. 


On obtient (16.13) rar intégration de (16.12) dans le sens ré- 
trograde sous la condition: 


(16.21) 


2z,(T)=1,s=1,...n. 
II. Cherchons la solution Zu sn Zn du système 
D sis m)=0i=1: 54% (46.22) 
mO0,2x...,2)=0,j=1,...,rn—k. 


La solution (16.13) s'obtient par intégration de (46. 12) sous les 
conditions initiales 


2, (0) =7, s=1Â,..., n. 
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IIT. Comme la solution (16.13) remplit les conditions (16.14) 
et (16.15), on a nécessairement les égalités suivantes: 


&: (4, Lis ee.) In) = 0, i—=1,..., k, 
Nj (En so. Tn) =0,j—=1,...,n —k. 


Les égalités (16.23) ont lieu sur toute courbe intégrale vérifiant 
(16.14) et (16.15). Elles permettent donc la recherche de (16.13) 
sans qu’il soit nécessaire d’intégrer le système (16.12). 

Utilisons les égalités (16.23) pour construire un algorithme 
de calcul de (16.13) avec une précision donnée à l’avance si les con- 
ditions aux limites sont linéaires et le système (16.12) est quasi 
linéaire. 

Soit 


(16.23) 


fs (Ës Lis cos Zn) = À Par ()ri+gs(t)+ugs(t, Zi, °.., Zn); 


Pi — À aute +0, Ÿ; — à TjsTs + B;. 


Les équations (16.12) et les conditions aux limites (16.14) et (16.15) 
s’écrivent alors de façon vectorielle 


= P(t)x+Q()+HG (6 x), 
Aox (0)+B5=0, Tx(7) +A5=0, 


avec x un vecteur à z composantes, Q (i) et G(t, x) deux fonctions 
vectorielles de leurs arguments, B,, A, des vecteurs constants, 
P (t), As, lo des matrices de dimension correspondante. 

Du moment qu’on se propose d’obtenir des équations intégrales 
qui soient nécessairement satisfaites par (16.13), on assimile G (f, x) 
à une fonction du temps seulement ct on la suppose calculée pour 
la solution considérée (16.13). 

Dans le cas présent, les solutions (16.17) et (16.18) de l’équation 
(16.16) sont, on le constate facilement, des fonctions linéaires, à 
savoir 


(46.24) 


S = À (t)x +B (+b), 

H=7r(t)x +A (+), 

ES = (En -.., En), H = (Mn: ce. Nn-r), 
la matrice À (t) et le vecteur B (f) vérifiant le système 


+ AP=—0, (16.25) 


dB ; 
+ +4Q=0 (16.26) 
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avec les conditions initiales 


A (0) = 4,, (16.27) 

B (0) = B,. (16.28) 
La matrice L (ft) et le vecteur A (t) vérifient de même le système 

dr 

sr +lP=0, (16.29) 

dA se. 

+ IQ = 0 (16.30) 
avec les conditions initiales 

PCT) = lo, (16.31) 

A (T) = A,. (16.32) 


Ici Q = Q( +uG (£ x (5). | 
Intégrons (16.26) avec la condition initiale (16.28), il vient 
t 
B(t)=B(#)—u | 4(r) G(r, x(r))dr, 
0 
t 


B, (t) = Bo— À (x) Q (x) dr. 


On a de même 
t 


A()= A (#)—n | Tr) G (x, x(r))dr, 
T 


t 
A; (t)= A5 — Î T (x) Q() dr. 


Les égalités (16.23) donnent 
A(t) x +B(t) = 0, (16.33) 
F()x +A(t) = 0. (16.34) 


Multiplions (16.33) par A* (t), (16.34) par l'* (t), faisons une somme 
terme à terme et prémultiplions par la matrice C (t) = (A*A + 
+ T#D)-t, il vient l’équation intégrale cherchée 

t 
<= x (0) +u | Ai(é +) G(r, x (9) dr + 


0 
t 
+y Ï At, T)G(x, x(r))dx, (16.35) 


45—0456 
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Xo (4) = —C (1) (B, (t) + Ai (t)), 
A (4, 7) = C (t) À* () À (r), 
At, =C(t)T* (ET (x). 
Désignons par Ÿ -! ({) la matrice fondamentale du système d’équa- 
tions linéaires 


 +Px=0, (16.36) 


Y -1 (0) = E, E étant la matrice unité. On a alors 
À (1) = AY (+), 
rHO=r"Y (TD) Y (+) 
et 
A* (1) À () + T* (GT (9) = (77 (0)* [454 + 
+ Y*(T) Elo (TN Y (b, 
d’où la condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution 


de l’équation intégrale (16.35) : la matrice à éléments constants entre 
crochets doit être non singulière. 


Ta£oreME 16.3. On suppose que 1) les seconds membres du système 
différentiel (16.24) sont donnés pour tE[0, T1, [x— xl <7r, 
réels et continus et Les ra G; (t, x) vérifient la condition de Lip- 
schitz relativement à -.., Zn; 2) la matrice A$A, + 
LY*(T) ITY (D n ‘est "pas singulière. 

IL existe ‘alors uo > 0 tel que l'équation intégrale (16.35) possède 
une solution unique satisfaisant à la condition 


IxO—xOI<mIRtE, [In I< bo: 


Ici r, m sont des constanies positives et 


POTERIE 


DEMoxsTRATION. Notons k (x) l'opérateur intégral de l’équa- 
tion (16.35) qui s’écrit alors 


X = Xp + uk (x). (16.37) 
Formons une suite de fonctions vectorielles : 
Xn = Xo Uk (xXn), nr = 1,2, 


On s’assure de façon usuelle qu'il existe un nombre u, tel que || x, — 
— XSL mu |<:r pour |u |<<u,, et toutes les approxima- 
tions sont donc possibles. En se rappelant le théorème”de Picard, 
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on constate moyennant la condition de Lipschitz que la série 
Xo + (Xi — Xo) +. ee + (Xn — Xn) +... 


converge absolument et uniformément vers la solution x ({) de l’équa- 
tion intégrale (16.35), qui satisfait nécessairement aux équations 
différentielles originelles et aux conditions aux limites. 

L'idée d'utiliser les approximations successives pour les systèmes 
quasi linéaires avec des conditions aux limites linéaires m'a été 
suggérée par l’académicien V. Novojilov. 

Soient le système d'équations différentielles 


dite fl TL ss mhs=b.: in (16.38) 
et sa solution en {€ [0, 7] 
12 (0: Ss=1;2; 524 N; (16.39) 


satisfaisant aux conditions aux limites 
Pa (X (lo), X (ta), +. X (éx#1)) = 0, i = 1, ..., n, (16.40) 


avec lo —= 0, lh+l — T,, Lo € l < CR . ln et x (1) — (Z, CE 
os D). 
On demande le procédé de recherche de cette solution. 
Soit 
x = X (ft) 


la solution (16.39). Posons 
X; (t) = X (t; + œjt), ] = 4, 7: ss SE un 1. (16.41) 


On voit de suite que ces fonctions vectorielles vérifient les équations 
dx;/dt —= F, (4, Xy); (16.42) 


où Fi, x;) = a;F (1; + ajt, x;). 

Les composantes f, (?, x) de F constituent les seconds membres 
du système (16.38). Les fonctions (16.41) vérifient de plus les con- 
ditions initiales 


X (0) = X (£;), ] = L: 2, 9 k —+- 41. (16.43) 


Conclusion : si le système (16.38) a pour solution la fonction (16.39) 
satisfaisant à la condition (16.40), le système (16.38), (16.42) de 
n (k + 2) équations admet nécessairement comme solution (16.39), 
(16.41) qui vérifie les conditions aux limites 


Pi (x (0), X1 (O), + Xrh (0)) _. 0, L — 1, 2, ss D. (16.44) 
15* 
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Passons au choix des quantités constantes &,, . .., &p+1. Pre- 
nons-les de façon qu’on ait à l’instant donné 


x()= x, j=1,...,k +1. (16.45) 


Ces relations ont lieu si l’on pose &; — (t — t;)/t. Avec a; ainsi 
choisis, un problème aux limites avec les conditions aux limites sé- 
parées (16.44)-(16.45) intervient sur l'intervalle [0, |] pour le 
système (16.38), (16.42). La théorie que nous venons de développer 
joue donc sur cet intervalle. On peut cependant agir directement, à 
savoir on considère l’équation aux dérivées partielles 


ñn n Rk+1 
dv "Ov dv 
A 2 7 fs+ à 3: > lu =0, (46.46) 


fs; étant les composantes des F; et z,; celles des x;. Construisons n 
solutions de (16.46): 


E = Ë; (é, LL 2 ni) (16.47) 
avec les conditions initiales 
E4 (0, x, Xus - + +, Xp) = Qi (X; Xas -., Xutre (16.48) 
Les fonctions (16.47) vérifient 
Er (Es Xe Xus ce +5 Xhs1) = 0 (16.49) 


le long de la solution cherchée. 


Pour trouver cette solution au point #, il suffit de poser t = t 
dans les égalités (16.49) et de recourir aux conditions (16.45). Les 
équations (16.49) permettent alors de déterminer la fonction vecto- 
rielle x (£). Si l’on suppose t € (0, T) quelconque et si l’on procède 
comme ci-dessus, la solution (16.39) du système (16.38) se définit sans 
intégration. 

Voyons plus en détail des systèmes quasi linéaires avec des con- 
ditions aux limites mixtes linéaires. Soit les conditions aux limi- 
tes (16.40) de la forme 

k+1 


à A ox (t;) + Bo = 0, (16.50) 


avec À;,, des matrices carrées réelles à éléments constants et B, 
un vecteur de composantes réelles constantes. Le système initial 
(16.38) s'écrit sous forme vectorielle 


dx/dt = P(t)x +Q(t) LuF(t, x). (16.51) 
Le système (16.42) se récrit comme suit : 
dx ;/dt EE P; (#) Xj + Q; (#) + UF; (£, Xj), (16.52) 
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» 


où 
P;(t) = a;P (tj + at), Q(t) = a;Q (ft; + ait), 
F;(t, x;) = a;F(t; + at, x). 


Supposons la solution (16.39) trouvée. Elle nous permet alors 
de calculer les fonctions vectorielles F et F;. Posons 


R()=F(t, x (t)), (16.53) 
R; (+) = F; (4, x (£)), ] = RTL + 1, 


xy (t) étant les fonctions vectorielles définies par la formule (16.41). 
A condition de remplacer les termes non linéaires du système (16.51), 
(16.52) par la formule (16.53), on obtient des équations linéaires 
vérifiées par (16.39) et (16.41). L'équation (16.46) écrite pour ces 
systèmes linéaires a pour solution (16.47) linéaire en les composantes 
des vecteurs x, .., X,4,. Notons € le vecteur formé de fonctions 
mentionnées E£;. On a 
h+1 


S= 2 A,(t)x; +B (+). (16.54) 


Les matrices À; (t) et le vecteur B (f) satisfont an système diffe- 
rentiel linéaire 


dA 
+ 4;p,—0, (16.55) 
dB R+1 
nr + 2 4: (Q@+uR;)=0. (16.56) 
j=0 


Dans les formules (16.54)-(16.56) 
xo (4) = x(t), Po (t) = P (0), 
Q () = QG), Ro (t) = R (+). 
A;(t)et B (t) vérifient les conditions initiales 
A5 (0) = Ajo B (0) = Bo. 
Désignons par Y -!(t) la matrice fondamentale du système 


+ Px=0, (16.57) 


Y -! (0) = E, E étant la matrice unité. On a alors pour À; (t) la for- 
mule suivante: 


A (0 = AgY (4) Y-1(t5 + at), j = 0, 1, ..., k +1. (16.58) 
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On obtient par intégration de (16.56) 


t R+1 t h+i 
B(#)=B— | S 4; (t)Q; (1) dr—p | S'A;(T)R;(r)dr. (16.59) 
0 3=0 0 j=0 


Il résulte de (16.49) que la solution cherchée vérifie le système d’équa- 
tions 


h+1 
D 4, Œ)x;+B(#)=0. (16.60) 
= 
Faisons t = t et utilisons la relation (16.45), il vient 
hk+1 : : L 
[2 A6 ]<@=-86. (16.61) 


k+1 
Supposons que 24; (t) n’est pas singulière. Notons C (t) son inverse. 
J3=0 
La dernière égalité entraîne alors 
h+1 ? 


x@=ce@[S [ 45(0 Q(0 8 |+ 
j=0 0 


h+1 © 


+uC(® 3 [ARR ar. (16.62) 
j=i 0 


Exprimons R; (tr) en fonction de F,;, et introduisons dans le j-ième 
terme la nouvelle variable d'intégration 


0 = t'; + ŒjTe 
La formule (16.62) se récrit alors 
: L R+A © : 
xE)=x @+n D (A: 6NF(,x(0)) 46, (16.63) 
j=0t; 
avec À; (4,6) =C (t) AjoY (t5) Y-1(8), et 
__. Àk+1 t L 
L=Y | À; (ë, 8) Q (8) d8—C (#) Bs. (16.64) 
j=0 t; 
L'équation (16.63) s’interprète maintenant comme l’équation 
intégrale qui permet de déterminer la fonction vectorielle (16.39) 


parce que & de (16.63) est assimilable à la variable indépendante 
tE 10, T]. On note que la fonction vectorielle x° (f) définie par 
(16.64) donne la solution du problème pour u = 0. 
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Désignons par X (x) l'opérateur intégral figurant dans le second 
membre de (16.63) qui prend alors la forme 


x(t)=x(t) tu (x). (16.65) 
XN (= x(t) +uK (xN-1), N = 1,2, 


Posons 


Il se trouve que sous des hypothèses faibles sur les seconds mem- 
bres du système différentiel de départ, les approximations succes- 
sives x°, x!, ... convergent uniformément vers la solution (16.39) 
du système (16.38), qui vérifie les conditions aux limites (16.50), 
à savoir on démontre le 


TH£or£ME 16.4. On suppose que 1) les seconds membres du systè- 
me (16.57) sont donnés pour t E[0, T 


x @—xi<r 
réels et continus dans cet intervalle a Eos à la condition de Lip- 


schitz relativement à x; 2) la matrice ŸA j0Ÿ (tj) n’est pas singulière. 


Alors il existe un nombre positif pot tel que, quel que soitu,[u|< 
< Lo, Le système (16.51) admette une solution continue (16.39) véri- 
fiant les conditions aux limites (16.50) et cette solution seulement. 


DEMoxSTRATION. Les conditions de continuité impliquent 
La — x pm, N=1,2, .. 


avec u, pris de façon que om << r, m, et r étant des constantes 
positives. 
On a moyennant la condition de Lipschitz 


XV — x NET um [at xN 21, 


où N =2,3,. Sous l'hypothèse supplémentaire de u, tel qu’on 
ait 

Hole < 1, 
la série 


x + (xt — x0) + (xt — xl) +. 


converge uniformément et absolument pour t € [0, T] vers la solu- 
tion continue (16.39) du système (16.51). Cette solution vérifie obli- 
gatoirement les conditions aux limites (16.60.) 
L’unicité de cette solution se démontre de manière standard. 
Nous avons examiné jusqu’à présent le cas général avec 


k+1 
A (t) = à À, (t) (16.66) 
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non singulière. L’équation (16.61) peut se mettre sous la forme 


| A (tx (9 = B +uB, (16.67) 
O 
: t R+1 
B= | D 4,(r) Q (9 é—B= 
Sn R+1 tt 
= D [AT (E) Y-1(r) Q(o dr—Bo, (16.68) 
7=0 ! 
t R+1 | 
B,=— [| © 4,(5) R;(9 &= 
De R+1t 
=S | 40Y ()Y1()F(x, x(T)dr. (16.69) 
0! 


Soit donc (16.66) une matrice singulière. On montrera plus loin que 
son rang est alors indépendant de {. Désignons-le par 4. 


TasonreMEe 16.5. Le système (16.51), u — 0, admet une solution 
continue vérifiant la condition (16.50) si et seulement si lout vecteur 
constant À tel que 


A‘A=0 
satisfait à la condition 
A°B,=0, 
avec 
_ k+! 
A= ), A; (tj), 
2 30Ÿ (tj) 
k41 U 
Bi=Bo+ D, | AjoŸ (4) Y-1 (7) Q(r) dr. 


3=0 0 


DEMonsTRATION. Sous les hypothèses du théorème, le rang de la 
matrice À (t) est celui de la matrice allongée obtenue de À (t) par 
adjonction de la (7 + 1)-ième colonne qui vaut B, (t). Dans ce cas, 
le système linéaire résultant de (16.67) pour u = 0 a une solution 
fonction de rz — k constantes arbitraires. Il nous faut donc montrer 
la coïncidence des rangs dont nous venons de parler. La matrice 
A (t) définie par (16.66) peut prendre la forme 


k+1 ; 
A(= 2 An (4) (= AY (+) 
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Y -1 (t) étant non singulière, le rang de À (t) coïncide avec le rang de 
la matrice À à éléments constants. Soit À un vecteur constant tel 
que A*A = 0. Il vient nécessairement 


A*A (t) = 0. 
Calculons le produit scalaire de A par B, (f). On a 
h+1 f 
AB ()=A*T D À 40Y (4) (x) Q(r) dr — Bo] = 
3=0 t; 
R+1 t 
— A* [> | AjoŸ (#3) Y-1 (7) Q(r) ar | — A". 
3=0 0 


Montrons qu’on a nécessairement l’égalité 


A%B, (t) = —A*B.. 


En effet, 
R+i t { 
AS | AY (t;) Y- (x) Q (x) dr = A'À | Y“1 (x) Q(r) dr =0. 
j=0 0 0 


Dans les conditions du théorème, A*4 ({) = O implique donc 
A%B, (t) = 0, ce qui signifie justement la propriété désirée des 
rangs de À (t) et de la matrice allongée. 

Si la matrice (16.66) est de rang k, il existe nécessairement x — k 
vecteurs linéairement indépendants A; remplissant la condition 
AA (t) = 0. Supposons que le système (16.51) a, sous les hypothè- 
ses du Théorème 16.5, une solution vérifiant les conditions aux 
limites (16.50). La substitution de cette solution dans (16.67) donne 
un système d’identités. Prémultiplions par A?, il vient 


A*B (x) =0, i=1,.. ,n—k. (16.70) 
On voit donc que si le système (16.51) possède une solution telle 
que les conditions (16.50) soient remplies, cette solution vérifie 


obligatoirement (16.67) et (16.70). Transformons les dernières équa- 
tions sans oublier que 


R+1 1 
AtS | AnoY (+3) Y-1 (x) F (x, x (x) dr = 
j=0 tj 


— A! À | Y-t(x) F(r, x (r)) dt — 
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R+1 ty 
—ATD À Ajoÿ (8) (7) F(r, x (0) dr= 
j=0 0 
k+1 ‘J 
AY | AjoY (+3) Y-1(x) F(x, x (x) dx, 
3=0 0 


égalités qui permettent la représentation suivante de (16.70): 
k+1 

AS Î AY (4) Y-1(x)F(c, x(c))dt=0, i=1,...,n—k. (16.71) 
j= 


0 0 


Désignons par x° = x° (#4, c,, ..., Cn_n) la solution de (16.67) 
pour u — Ô et portons ces fonctions dans les expressions sous le 


signe | de (16.71). On obtient des fonctions des constantes c;, . .. 
.- +; Cn_, Quelconques et on les note 


k+1i 
ga (Ci, Ce, +. Cnx) = A? D | ApY (t) Y- (x) F (x, x(x)) dr. (16.72) 


3=0 0 


TaéoreMe 16.6. On suppose que 1) on est dans les conditions du 
Théorème 16.1: 2) il existe des constantes réelles Ci,9, Ce,os + - : 
.….. Cn-r.or Lérifiant les équations 


gi = 0, = 1, 2, EU n —k, (16.73) 


telles que Le jacobien des g,, . . ., &n-x Par rapport aux variables 
Lys + + + Cn-r Soit non nul en ce point. 

À lors il existe un nombre positif ln, tel que, quel que soit a, Iu|< 
< Lo, le système (16.51) admette une solution continue qui vérifie les 
conditions aux limites (16.50). 

On peut obtenir cette solution continue comme la limite des 
approximations successives. Désignons en effet par x° (t) la solution 
de (16.67) pour p = 0 qui correspond aux quantités Ci,9; Ca,or - - - 
-.., Cn-ro. Cherchons la solution du système 


A (D x = B, (0) +uB: (x). (16.74) 
Cette solution est fonction de nr — k constantes arbitraires: 
Xe Xl Ci = es Ch): (16.75) 
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Prenons C;, Ce, + - ., Cn-r de façon que les fonctions (16.75) véri- 
fient les équations (16.71) et désignons par x! (f) la solution associée 
à ces valeurs des variables. En continuant dans cette voie on définit 
l'approximation d’ordre V comme étant la solution de l’équation 


À () x" = B, (?) + pBe (x), (16.76) 


qui satisfait aux relations résultant de (16.71) par substitution x = 
= x, 

Avec cette méthode de construction d’approximations successives 
on définit univoquement les fonctions vectorielles xV, N = 1, 
2, ..., si l’on se rappelle que les constantes c,, Ca, .- . ., Cn-r Sont 
déterminées à chaque pas comme solutions d’une équation de la 
forme (16.73) dans une petite région entourant le point c,, 
Ca, 0 + + +» Cn-h, o. Pour démontrer la convergence de ces appro- 
ximations on utilise la dérivabilité des seconds membres du syste- 
me (16.51). Admettons que ces seconds membres donnés pour t{ € 
€ [0, T], [x° (4) — x || Lr, sont réels, continus et continuement 
dérivables, r étant, comme plus haut, une constante positive et 
x° (t) la solution de (16.67) pour u = 0 qui correspond aux valeurs 
choisies des constantes arbitraires ©, 9, Ca, 9» + + +» Cn-k» 0- 

Notons € le vecteur de dimension nr — k dont les composantes 
sont les constantes arbitraires c;, Ce, . . ., Ch-r- On trouve à partir 


de (16.76) 
xN (9) = Hi (0) Bi(#)+ He (0 Be (x) + Ha (#) eNi (16.77) 
avec À, (t), H, (t), H, (t) des matrices qui sont définies par la ré- 


solution des équations (16.76). Portons la fonction x" (f) dans (16.71), 
il vient que le vecteur constant ec vérifie les équations 


gi (Ai (t) B; (4) +u, (t) B(XN-D + Hs (D eN)=0, i=1, ...,n—k. 
(16.78) 


Quand u = 0, ce système admet pour solution c°. Le jacobien 
du premier membre n’est pas nul en ce point, et il existe donc une 
fonction continuement dérivable cŸ (u) vérifiant le système (16.78) 
telle que 


cN(u)=c pour u=0. 
Evaluons [|| xŸ — xV-1 ||, On a, à partir de (16.77), 
IX —xXN TT me Ie N— eV [ + pme x NE — x NS 
Ecrivons les égalités (16.78) pour le numéro N — 1, retranchons ter- 


me à terme de (16.78) et appliquons la formule des accroissements 
finis, il vient également 


IeN—e 1 1<ums [x tx ||, 
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d'où 
(ER x 1 1 pal xt — x 2 | 


On montre que le nombre positif u, peut être choisi de façon que, 
quels que soient |u|< us, les quantités m,, i = 1, 2, 3, 4, soient 
des constantes positives indépendantes de u et qu’on détermine tou- 
tes les approximations successives. Si l’on prend de plus u, tel que 


Lots < 4, 


les approximations x°, x!, ..., x", ...convergent uniformé- 
ment pour {t E [0, 7] vers la solution continue de (16.51) qui véri- 
fie les conditions (16.50). 

En posant dans (16.50) £ = 0, 450 = E, A0 = —E, B, = 0, 
E étant la matrice unité, on a les conditions aux limites x (0) — 
— x (T) dites périodiques, Ljapunov a donné dans un cas particu- 
lier un procédé de construction d’équations intégrales pour ces 
conditions (voir [22]). Un autre auteur a déterminé, pour ces con- 
ditions, une équation intégrale non linéaire qui lui a permis de mettre 
en œuvre une technique de formation de solutions périodiques et 
d'établir les conditions de leur existence [26]. 

Les théorèmes du présent paragraphe sont une sorte de généra- 
lisation des résultats mentionnés et des résultats de l’ouvrage [2] 
au cas général des conditions aux limites (16.50). 


$ 17. Détermination des commandes impulsionnelles 
et numériques dans un système linéaire 


Soit le système de commande linéaire 


x=P(t)x +Q(tu+F(), (17.1) 


où x est le vecteur d’état à nr composantes et u le vecteur de com- 
mande de dimension r. Les éléments des matrices P et Q et les com- 
posantes du vecteur F sont supposés donnés pour t > 0, réels, con- 
tinus et bornés. Nous dirons qu’une commande u ({t) est impulsion- 
nelle sur [0, 7] si la fonction vectorielle u ({) conserve une valeur 
constante u; dans chacun des intervalles partiels [t,, t;;,) d'extré- 
mités to — 0, tj, to, . . ., tn. Ceci étant, u; = O0 pour les valeurs 
paires des variables j. Une commande impulsionnelle u (t) sera dite 
numérique si les composantes u; ne prennent que les valeurs 0, +1. 

Conservons les notations antérieures et désignons par B la matri- 
ce B — Y -1Q, avec Y la matrice fondamentale du système d’équa- 
tions homogènes 


x =P(tx. (17.2) 
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On demande la commande impulsionnelle qui conduit le système 
de tout état initial x = x, pour t = 0 à l’état final x = 0 pour 
LT. 


Ta£sortME 17.1. Si les fonctions vectorielles qui forment les colon- 
nes de la matrice B* (t), sont linéairement indépendantes dans l’in- 
tervalle (0, T], il existe une famille de commandes impulsionnelles 
qui transfèrent Le système d'un état initial x = x, à l'état final x — 0 
dans le temps [0, T]. 


DEMONSTRATION. Supposons, pour simplifier, que u du système 
commandé (17.1) est une fonction scalaire, autrement dit, r = 1. 
L'hypothèse du théorème est alors que les composantes du vecteur 
B ({) sont des fonctions linéairement indépendantes sur [0, 7]. 
Il résulte du $ 14 qu’on trouve donc nécessairement des points #;, 
Lay : «+ «1 tn E (0, T] tels qu’il y ait indépendance linéaire des vec- 
teurs B, = B (£.),s — 1,2, ..., n. Choisissons t,> 0, t&, > 0, ... 
de facon que les intervalles [t;, t; + t;) ne chevauchent pas pour 
j—=1,...,n et posons u =u; pour tE€{tf,, t; ++;) et u = 0 


partout ailleurs dans l'intervalle [0, T]. Ici u,, . .., u, sont des 
constantes, et nous aboutissons donc à une commande impulsion- 
nelle. Montrons qu'il est possible de choisir u,. . .., u, telles que 


la solution de (17.1) de point initial x,, £ = 0, arrive en x = 0 au 
temps t=7T 

2.mettons que la commande correspondante est construite. 
Portons-la dans (17.1), multiplions terme à terme par Y -! et inté- 
grons de 0 à T, il vient 


T l +T} 


—x— | YF a > [ j B(#)dt-u, |. (17.3) 


On vérifie aisément que cette équation admet une solution à con- 
dition de poser 


T 
xo=— | YFdt et u,—0. 
0 


Le jacobien des seconds membres par rapport aux variables u,, . .. 
..., Un Coïincide avec le déterminant de la matrice de colonnes for- 
luées avec les vecteurs 


+; 
| B (t) dt. 
t; 


Ce déterminant est non nul pour Tt,, te, . .., T, positifs suffisam- 
ment petits parce qu’il diffère du déterminant formé de B, et mul- 
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tiplié par Ti-Te- . .. 7, par un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur. Car 
tit; ty+t; 
Î B(t)dt=<,B, + | [B (t)— B;] dt. (17.4) 
t t 


L'intégrale dans le second membre est d'ordre infinitésimal 
supérieur à T; vu la continuité du vecteur B (ti). Ainsi, le système 
(17.3) détermine, pour tous les t, > 0, ..., t, > 0 suffisamment 
faibles, les quantités u,, . .., u, qui permettent de construire la 
commande impulsionnelle. 

Notons V toute commande impulsionnelle donnée sur [0, T] 
telle que 


T 
| BV dt=0,. (17.5) 
0 


Si l’on désigne par u, la commande construite ci-dessus, la famille 
de commandes impulsionnelles qui résout le problème de transfert 
est définie par la formule u = u, + V, c.q.f.d. 

S'agissant d’une commande numérique, le problème de trans- 
férer le système d’un état initial à un état final donné n’est en géné- 
ral possible que pour certains états initiaux. 


Tæ£soremMe 17.2. Si les fonctions vectorielles qui constituent les 
colonnes de la matrice B*, sont linéairement indépendantes sur (0, T], 
on trouve pour F = O un nombre positif H tel qu'il existe pour || xo || 
<< H une commande numérique qui conduit le système d'un état ini- 
tial x = x, au temps t = 0 à l’état final x = 0 au temps t = T. 


DEMONSTRATION. La commande x dans le système (17.1) est 
toujours supposée scalaire. On obtient alors, comme dans le théorè- 
me précédent, 

[a jttj 


 — 17.6 
x > [! | B(t) dt-u, |. (17.6) 


= 


Dans ce système, les De u, s’interprètent comme des para- 

mètres qui ne s’annulent pas. Pour t; = 0, il admet Xo = 0 comme 
solution. Le jacobien des seconds membres par Sppone à T, = 0, 
..., Tn = 0 coïncide avec le produit des u,-u.,- ...-u; et du déter- 
minant de la matrice formée de vecteurs B,, ie 1, .., n, et il 
est donc différent de zéro. D'où l’unicité de ‘la solution ‘de (17.6) 
pour tout choix des paramètres Uj. 

Prenons uv; tels qu’on ait u; = +1. Si Il X, || est suffisamment 
petit, alors T,, ..., T, sont aussi petits qu’on le veut. Les inter- 
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valles [f;, t; + t;) ne chevauchent donc pas et la commande numé- 
rique construite effectue le transfert demandé. 


REMARQUE 1. Si l’état d'équilibre du système (17.1) avec F, = 0 
possède pour z = Ü la stabilité asymptotique au sens de Ljapunov, 
sous les hypothèses du Théorème 17.2 une commande numérique 
amène le système de tout état initial x — x, dans l’état final x = 0 
en un temps fini. 


REMARQUE 2. Si les fonctions vectorielles qui constituent les 
colonnes de B*, sont linéairement dépendantes sur [0, 7], aucune 
commande impulsionnelle ne transfère le système d’un état initial 
x — x, quelconque à l’état final x = 0 dans le temps [0, 7]. 

Raïisonnons par l’absurde et exprimons la commande impulsionnel- 
le par l'égalité 

T 
u= B*e+V, où | BVat=0. 
0 


Substituons dans (17.1), prémultiplions par Y -! et intégrons de O0 
à T, il vient 


T 
A(0, T)e= —xo— | YF dt. (17.7) 
( 


Ce système linéaire ne possède de solution pour aucun x, parce que À 
est singulière. 

Aux termes du Théorème 17.2, une commande par plus ou moins ne 
conduit en général le système (17.1) à l’état final x = 0 dans le 
temps [0, T] qu’à partir d’un voisinage du domaine d'états ini- 
tiaux x,. Nullement la conséquence du caractère discontinu de la 
commande, ce fait résulte, selon le Théorème 17.1, des contraintes 
sur sa grandeur. Voyons de plus près l’influence de ces contraintes. 

Admettons que u € U, U étant un ensemble contenant le point 
u —0 à son intérieur. 


DeriniTioN 17.1. Vous dirons qu'un état initial x, appartient au 
domaine commandable R, s’il existe un nombre T > 0 et une fonction 
de carré sommable u (t) tels que le système (17.1) passe de l’état initial 
xo à l'état final x — 0 dans le temps [0, T] sous l'effet de la commande 

= u(t) EU. 

Le temps de transfert T diffère naturellement selon l’état ini- 
tial x, € Ro. 

On introduit de façon analogue la notion de domaine commandable 
relativement à une époque initiale #{, quelconque, à savoir on dé- 
signe par À;, l’ensemble de tous les états x, pour lesquels on trouve 
une commande qui amène le système dans l’état final x — 0 pen- 
dant le temps [t,, t, + T]. 
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Cette commande sera également supposée une fonction de carré 
sommable sur [£,, t + T]l et u € U. Pour les systèmes stationnaires 
on a R}, — 0° 


Ta£soreME 17.3. S'il existe une région suffisamment petite entou- 
rant le point x = 0, || x || << Ô, contenue dans R, et si Le système (17.1) 
est stationnaire, le domaine commandable R, est un ensemble ouvert 
connete. 


DEMONSTRATION. Soit x, € Ro. On trouve alors une commande 
u — ui) qui vérifie l'égalité 


F 
_x= | Y-1(Qu+F) dt. (17.8) 
0 


Avec cette commande, on a donc pour tout état initial x, 
T 
Y(T)x(T)—%0— | Y-1(Qu+F) dt= —x (17.9) 
0 


Si || xo — xo I < e, alors [| x (7) [| [| ŸY (T) {le Posons € — 
= Ô/[[ Y (7) ||. Toutes les courbes intégrales du système (17.1) 
qui partent du &e-voisinage de x,, arrivent alors au temps 7 dans le 
ô-voisinage du point x = 0. 

Il existe donc un nombre 7, tel que le système (17.1) soit trans- 
féré de l’état x (T) dans la position x = 0 pendant l'intervalle de 
temps [T, T + T;] par une commande u, (t). 

Ainsi, une commande u, (t) conduit notre système de l’état x, 
au point x — 0 dans le temps [0, T +T,] et 


p=f "0 #10, 7. 
MOT nt, LEiT, T+TI. 


Nous venons de montrer l'appartenance de x, à R, qui est donc 
un ensemble ouvert. La connexité de À, découle de la possibilité de 
conduire (17.1) de deux points xs E Ro xo € Ro quelconques à 
l’état x — 0 en un temps fini. Par conséquent, x, et x, peuvent 
être joints par les courbes intégrales qui les réunissent à x = 0, 
ce courbes appartenant à À, et étant absolument continues. La dé- 
monstration s'achève là-dessus. 

Soit maintenant ÜU un ensemble de fonctions vectorielles avec 
la contrainte 


T 
[ud<e. (17.10) 
0 
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TH£OREME 17.4. Si les commandes sont astreintes à vérifier les 


conditions (17.10), le domaine commandable R, est défini par l'iné- 
galité 


x°A— (0, +) X < a°, 


les fonctions vectorielles formant les colonnes de la matrice B* étant 
supposées linéairement indépendantes sur un intervalle fini et F = 0. 


D'EMONSTRATION. Cherchons une commande de la forme 


T 
u= B°c+V, | BY dt—0. (17.11) 
0 
Si cette commande fait passer le système (17.1) de x, enx =0ona 
—Xo = À (0, Te, (17.12) 
et (17.11) se récrit 
u = —B*A-1(0, T) xo + V. (17.13) 


La substitution dans (17.10) donne 
gb 
x#A"1 (0, T) x La? — \ V:dt. (17.14) 
0 


Cette inégalité définit le plus vaste domaine pour 


FT 
[rs 


Désignons par À (0, T) l’ellipsoïde défini par 
x*A”1(0, T)x < a°. 


Montrons qu'il est inclus dans R (0, T,) si T, > T. Si la com- 
mande (17.11) transfère (17.1) de x, en x = 0 dans le temps [0, TI], 
on trouve, en effet, en posant u = 0 sur tE [T, T;], que la com- 
mande prolongée transfère le système entre les mêmes états durant 
[0, T,l. Le fait «x, € R (0, T)» implique donc x, E R (0, T;). 
Etant donné que À (0, T) appartient pour tout T —+ œ à x*A -! (0, 
+ oo) x<a°, cet ensemble coïncide avec le domaine commandable R;. 


REMARQUE 1. Si F0. dans (17.1), l’ensemble R (0, T) cons- 
titue un ellipsoïde de centre le point 
T 
E(T) = —| YF dt 
0 
16—0456 
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pour tout 7 suffisamment important. La réunion de tous ces ellip- 
soides constitue justement le domaine commandable R, et la forme 
de À, peut s’avérer donc fort complexe. 


REMARQUE 2. Supposons que les commandes dans (17.1) sont 
continues par morceaux et que Ü est un polyèdre dans l’espace Æ,. 
La recherche du domaine commandable constitue alors un problème 
assez ardu qui reste ouvert même dans le cas où toutes les fonctions 
figurant dans (17.1) sont constantes et U est un cube r-dimensionnel 
de centre en u = C. 


$ 18. Commandes numériques dans des systèmes quasi linéaires 
et des systèmes de stabilisation 


Soit un système de commande gouverné par des équations dif- 
férentielles de la forme 


x=P(t)x+QÜu+F()+uG(t,x up). (18.1) 


Supposons les éléments des matrices P, Q et les composantes du 
vecteur F donnés pour t > 0, réels, continus et bornés et les com- 
posantes du vecteur G définies pourt>0,xE€Æ,, u€EE,, [nu |< 
< y, réelles, continues et continuement dérivables par rapport aux 
coordonnées des vecteurs x et u. 

Comme plus haut Y ({) désigne la matrice fondamentale du systè- 
me d'équations linéaires 


x = P(t)x, Y (0) =E. (18.2) 


Posons B — Y -'Q et soit ( une région bornée de l’espace de phase E,. 
On demande la commande impulsionnelle qui transfère le systè- 
me (18.1) de tout point de cette région à l’état final x = 0 dans le 
temps [0, T].° 


THéorsME 18.1. Si les fonctions vectorielles qui constituent les 
colonnes de B*, sont linéairement indépendantes dans l'intervalle [0, 
T}, on trouve un nombre positif up, tel qu'il existe, quelle que soit la 
valeur du paramètre réel pu, | u | << u,, une famille ce commandes im- 
pulsionnelles qui transfèrent le système (18.1) de tout état initial x, € 
€ Q à l’état final x — 0 dans le temps [0, T]. 


DEMONSTRATION. On estime, sans restreindre la généralité, que 
la commande u (t) dans le système (18.1) est un scalaire. L'hypothèse 
du théorème entraîne alors l’indépendance linéaire dans l'intervalle 
[0, T] des composantes du vecteur B. Dans ce cas, il existe dans cet 
"ntervalle des points t,, 1, . . ., t, tels que les vecteurs B, = B (1,), 

4, 2, ..., n, forment une base dans l’espace n-dimensionnel, 
1 donc non-nullité du déterminant de la matrice de colonnes B,.. 
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Supposons le problème résolu, i.e. il existe des nombres positifs 
Ti» + + Tn SUffisamment petits et des nombres réels u,, ..., u, 
tels que la commande v (t) cherchée s’écrive u = u, pour t € [t,, 
tj + tj) et u = 0 en tous les autres points de [0, T]. Les quantités 
Ty + - - Tn étant suffisamment faibles, ces formules définissent u 
de façon unique. Portons-la dans le système (18.1), multiplions à 
gauche par la matrice Ÿ -! et intégrons entre O0 et T, il vient 


[n t5+Ta : T T 
—x= D | [ B(r) dt-us [+ | YF dt+p | YGdt. (18.3) 
s=! ts 0 0 


Montrons l'existence d’une solution au système (18.3) pour u = 0. 
En effet, ce système s'écrit pour cette valeur de u: 


T T 
Xo+ | Y-Fdt+u | Y-1G(é, x, 0, u) dt = 0, (18.4) 
0 0 


On vérifie aisément que le jacobien du premier membre par rap- 
port aux composantes de x, vaut 1 pour u = 0. L'équation (18.4) 
: 


admet pour pu = 0 une solution x, = — Y IF dt; il existe donc 


0 
un nombre u, > 0 tel que, quand | pu | << pu, l'équation en question 
possède une solution. Il en résulte l'existence d’une solution de (18.3) 
pour ces valeurs de p. 
Calculons le jacobien du second membre de (18.3) par rapport 
aux variables u,, . .., u,. Il coïncide pour pu = 0 avec le détermi- 
nant de la matrice dont les colonnes sont formées avec les vecteurs 


ls+Tts 
B (t) dt, s—A, ee.) Ne 
ts 
Pour —1,, ..., Tt, positifs. suffisamment petits, ce détermi- 


nant diffère de zéro (on l’a montré au paragraphe précédent). Ainsi, 
le système (18.3) admet une solution pour tout choix du paramètre y, 


[un |< ps. 
Prenons une commande impulsionnelle V quelconque telle que 
T 
| BVat=—0. 


0 

A condition de noter u, la commande construite plus haut, la famil- 

le de commandes impulsionnelles qui résolvent le problème posé 
s'écrit | | 

u = u, + Y. (18.5) 

16° 
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En imposant à V la contrainte | V | < V, avec V, une constante 
positive fixe, on trouve un nombre u, = min {u,, 1, m3} tel que, 
quel que soit | u | << u,, la commande (18.5) fournisse la solution 
du problème posé. 
Notons qu'avec u, ainsi choisi, le domaine Q constitue un voi- 
T 


sinage suffisamment restreint du point xy = — [YF dt, et pour 


Ù 
obtenir une commande transférant le système (18.1) de tout point x, 
d’un domaine borné @ donné à l’avance, il suffit de remarquer que 
le système (19.3) possède pour u = 0 une solution déterminée au 
paragcaphe précédent pour le cas linéaire. Nous avons ainsi achevé 
la démonstration du théorème. 


TH£oReME 18.2. Si les fonctions vectorielles qui constituent les 
colonnes de la matrice B*, sont linsairement indépendantes sur l'in- 
tervalle [0, T] et si F = 0 dans le système (18.1), il existe h > 0 et 
Lo >0 tels qu'une comninle numÿrique ramène ce système de tout état 
initial || x, | < À pour tout | u | Lu, à l’état final x = 0 dans le 
temps [0, T]. 


D£EMONSTRATION. Admottons que la commande u du système 
(18.1) est une fonction scalaire. On trouve alors des points f,, t+, . .. 
... tn E (0, TT] tels que les ve:teurs B, — B ({,) soient linéaire- 
ment indépendants. Soient Tt, . .., t, des nombres positifs suffi- 
sammont petits. Posons u =u, pour t€ft,, t; + t;), j =1, ...,n, 
et u = 0 en tous les points restants de [0, T]. Les quantités v,, .. 

., TA Sont supposées telles que les intervalles [f;, t; + t;) ne che- 
vauchent pas et les quantités u, sont assimilées à des paramètres ne 
prenant que deux valeurs: +1. Si cette commande transfère le sys- 
tèma (18.1) de x, en x; = 0 durant [0, 7, on a nécessairement 


n ts+Ts T 


—Xo= [ | B (t) dteu, |+u | Y'1G dt. (18.6) 


s=1 fs 0 


Ce système a une solution x, = 0 pouru = 0,7, = 0,s = 1, ... 
., n. Le jacobien du second membre par rapport aux variables 
Ty + + Tn COincide au signe près, pour u = 0, avec le détermi- 
nant de la matrice de colonnes B,, s = 1, ..., nr, il est donc non 
nul. Il en résulte l’existence d’une solution au système (18.6) pour 
II xo 1h, | u | mo, avec h et u, des constantes positives. 
| nous reste à choisir le signe du paramètre de façon que les 
solutions de (18.6), à savoir %,, ..., T,, soient non négatives. 
On procède par exemple comme suit. Etant donnée l'indépendance 
linéaire des vecteurs B., s = 1, ..., nr, tout vecteur initial x, 
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admet un développement suivant B, comme dans une base: 


Xo — à B,-0,, (18.7) 
s=1 
6,,s — 1, ..., n, étant des nombres positifs. Posons u, = —sgn 6.. 


La dernière égalité prend alors la forme 
n 
 Xo — 2 B,-Tso° us. 
s= 


Ici t,, sont généralement parlant des nombres positifs et consti- 
tuent la partie principale des —t,, . .., 1, pris pour fonctions du para- 
mètre lu. 


REMARQUE. Dans le cas d’un système en régime de stabilisation, 
on obtient un résultat analogue à celui du théorème précédent. Soit 


x=P()x+Q(u+H(t, x, u), (18.8) 


avec H (?, x, u) une fonction vectorielle donnée pour t>0,xE€ 
CE,, u£E,, réelle, continue et continuement dérivable par rap- 
port aux composantes des vecteurs x et u. On admet de plus que 
IH I&cllx + Iu IF. Le système (18.6) se récrit 


n (stts T 
— Xo= > | ( B (4) dt-u, | + [ Y-'H at. (18.9) 
= À te 0 


Supposons 
0H/07, = 0, s=1,...,n, 


pour x = 0, ce qui correspond au cas où on a déjà isolé tous les 
termes linéaires en x. Le système (18.9) admet alors une solution 
pour Xxo = 0, t, = 0, s — 1, ..., n, et le jacobien du second mem- 
bre par rapport à T1, . -., 7, est difiérent de zéro pour ces valeurs. 
Le système (18.9) est donc résoluble pour || x, || suffisamment petit, 
et en choisissant convenablement le signe des z; on construit une 
commande numérique qui fait passer le système (18.8) de tout état 
initial xo, || Xo | << À, à l’état final x == 0 dans le temps [0, 71]. 

Examinons notre système en régime de stabilisation et suppo- 
sons la commande soumise à des contraintes u € U, U étant un 
ensemble contenant le point u = (. 


DeriniTioN 18.1. Un état initial x, € E, et un instant initial 
to>> 0 forment un point du domaine commandable R s'il existe une 
commande u = ut), tElt,, to + T}, qui transfère le système com- 
mandé de l'état x = x, pcur t = to à l’état x = 0 pourt =t, HT. 


THéoreME 18.3. S'il existe un voisinage suffisamment petit du 
point x = 0,|| x || << 6, qui appartient à toute section t de l’ensemble R, 
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alors R est ouvert et connexe. (On entend par section de R l'ensemble 
de tous les points (xs, to) avec t, fixe.) 

DEMONSTRATION. Soit (xs, t) un point de À. Il existe alors une 
commande u = u(t) donnée pour 4 € [t,, to + T] qui ramène le 
système commandé de l’état x, à l’état x — 0. Aux termes du théo- 
rème sur la dépendance continue de l'intégrale vis-à-vis des valeurs 
initiales, toute solution issue du point (x,, t,) vient en x sous l’effet 
de la même commande et || x [| << Ô à condition d’avoir {|| x, — 
— x/|+]|to — to |} < e Comme le 6-voisinage du point x = 0 
appartient à toute section t, de À, il existe une commande qui trans- 
fère le système de x en x = 0 pour tElto HT, to + T + Tl. 

Il en découle que (xs, fo) appartient nécessairement à À et ce 
dernier ensemble est donc ouvert. Les points de À peuvent être 
reliés deux à deux par une courbe absolument continue qui appar- 
tient complètemant à À. En effet, sous l’action d’une commande 
convenablement choisie, on passe de n'importe quels deux points 


(Xos to)» (Xor to) de cet ensemble sur la demi-droite x = 0, t > 0, 
et on paut donc joindre ces points par des arcs de courbes intégrales 
le long desquelles s’effectue le transfert sur la demi-droite, et par un 
segment de celle-ci. Ainsi, À est ouvert et connexe 


REMARQUE 1. Si le mouvemant est décrit par des équations sta- 
tionnaires, le domaine commandable constitue un cylindre con- 
tenant l'axe x — 0, tE (—%, +>0). On néglize alors les contrain- 
tes t) > 0 dans la Définition 18.1 et le domaine commandable est 
pris non pas dans l’espace des x, t, mais dans l'espace de phase Æ,. 


REMARQUE 2. La détermination de la frontière du domaine com- 
mandable pour les systèmes non linéaires demeure un problème 
ouvert. Ce domaine s’élargit en général avec l’affaiblissement des 
contraintes sur les commandes. On ne paut rien dire non plus sur la 
dépendance de sa frontière par rapport aux paramètres figurant dans 
les contraintes. 

L'histoire de la navigation aérienne nous offre un exemple inté- 
ressant d’extension du domaine commandable. 

Le sept octobre 1916, au beau milieu de la première guerre mon- 
diale, le pilote de guerre russe Artséoulov a réussi une sortie de vrille 
et résolu par là même un problèm: ardu, vieux d’une vingtaine d’an- 
nées, de la navigation aérienne. Le fait est qu'avant Artséoulov la 
vrille a été toujours fatale et elle a perdu plus d’un aviateur depuis 
le début des hostilités. Les soldats dans les tranchées ont souvent vu 
un avion « s’arrèter », glisser sur l'aile et amorcer un mouvement de 
rotation autour de son axe qui tournait lui aussi autour d’une direc- 
tion. L'appareil tombait comme un bolide et s’écrasait contre la terre 
en dépit de toute tentative d’abandonner ce régime de vol dangereux. 
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Voyons plus en détail ce problème de vrille. Assimilons l’avion 
à un solide et établissons les équations régissant son mouvement. 
Soit O un point immobile de l’espace, qui constitue l'origine d’un 
trièdre fixe OEonoGo d’axes orientés vers des étoiles immobiles. 
On représente un solide par un système de points matériels. Soit R; 
le rayon vecteur du i-ième point par rapport à O. Si G désigne le 
centre de gravité, on a R, = R, + p,, avec R, le rayon vecteur du 
point G et p, le rayon vecteur du i-ième point par rapport au centre 
de gravité G. 

Notons F, le système de forces s’exerçant sur le i-ième point; 
on a 


mR,=F,, (18.10) 


» 


m, étant la masse rapportée à ce point. Sommons (18.10) par rap- 
port à &, il vient 
mR=EF. (18.11) 


Faisant le produit vectoriel de (18.10) par p, et sommant par rapport 
à i, on obtient 


d 
D (maps X pi) = M, (18.12) 


avec F la résultante des forces appliquées au solide, M le moment 
résultant par rapport/au centre de gravité. Le vecteur p, garde une 


valeur constante. C’est pourquoi p; =@ X p;, où w est la vitesse 
angulaire du solide, et l'équation (18.12) se récrit 


gr D: Cuba X (& X p:)) = M: 


Développons le double produit vectoriel : 
pi. X (o.X p;) = (Epi — pipi) ©. 
Ainsi, l’équation (18.12) peut prendre la forme 


FH Ew) = M, ! (18.13) 


avec E la matrice unité, 6 le tenseur d’inertie, p? le transposé de 
pi. L’équation (18.11) représente donc l’équation des forces et (18.13) 
celle des moments. 

Afin de les détailler, il faut introduire des systèmes de coordon- 
nées. Considérons le trièdre fixe lié à la terre O,Ené, l'axe O,EË étant 
orienté dans la direction du Nord, O.Ë dans la direction de l’Est 
suivant la tangente au parallèle et On étant vertical ascendant. 
L'origine O, se trouve sur la surface terrestre au niveau de la mer. 
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Considérons également le trièdre lié à l'avion Gzyz, où Gzx est 
dirigé suivant l’axe longitudinal de l’avion, Gy se trouve dans le 
plan de symétrie et Gz est orienté vers l'aile droite. Désignons en- 
suite par Gz,y,2, le trièdre lié à la vitesse (ou aérodynamique) avec 
Gzx, ayant la direction et le sens de la vitesse V = R,, Gy, normal à 
Gz, dans le plan de symétrie et Gz, orienté vers l'aile droite. 

Introduisons les angles qui permettent de définir les positions 
relatives de divers trièdres. Effectuons une première rotation vw 
de O,Enê autour de l’axe O,n, puis une deuxième rotation 8 autour 
de la nouvelle position de O,ë£, enfin une troisième rotation y autour 
de la nouvelle position de O.,E£. Le trièdre obtenu a ses axes parallè- 
les aux axes de Gzyz. Les trois angles sont respectivement le lacet, 
le tangage et le roulis. Des rotations analogues œ, 6, v aboutissent 
à un système dont les axes sont parallèles à ceux du trièdre aéro- 
dinamique Gz,y,z,. Le sens de toutes les rotations est supposé positif 
i.e. contre l'aiguille d’une montre pour un observateur ayant sa 
tête en l’extrémité de l’axe correspondant. Projetons l’axe Gz, sur 
le plan de symétrie Gzy et désignons par «& l’angle que la projection 
fait avec Gzx (incidence) et par B l’angle entre la projection et Gz, 
(dérapage). 

En projection sur le trièdre aérodynamique, l’équation des for- 
ces (18.11) avec F ayant comme composantes la traction, la pesan- 
teur et la force aérodynamique, s'écrit : 


mV = T cos & cos B— X, — Gsin8,, (18.14) 
mVr, = Tsin a +Ÿ, — G cos 8 cos v, (18.15) 
mVq, = —T cos a sin B + Z, + G cos 6 sin v. (18.16) 


Ici 7 est la traction, G la pesanteur, X, la traînée, Y, la portance, 
Z; la force de dérive, g, et r, sont les projections de la vitesse angu- 
laire ©, de Gz,y,z, dans l’espace. L’équation des moments donne 
en projection sur les axes liés: 


Ap + (C — B) gr — Lip (a — Pr) = M (18.17) 
Bg +(4—C)pr—ly +) =M,, (18.18) 
Cr + (B — À) pq — I, (p° — q°) = M. (18.19) 


Ici À, B, C sont les moments d'inertie relatifs aux axes x, y, z 
respectivement, Z,, est le moment d'inertie mixte, M,, M,, M, 
sont les composantes de M suivant les axes liés, p, q, r les projec- 
tions sur ces axes de la vitesse angulaire de Gzyz dans l’espace. 
Formons l'équation du mouvement du centre de gravité dans le 
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trièdre O, En : 


E = V cos 8 cos @ + UE, 
n = Vsin6, 
& — —V cos 8 sin y + Ur, 


avec u:, u- les composantes du vecteur vitesse du vent. 
Ecrivons les projections de la force aérodynamique et des mo- 
ments. 
L'aérodynamique de l'avion nous donne les équations suivantes: 


2 1 1 
Xi=FOVES Cars, Me= Mit OVEMada +7 OVEM bass 
4 > 1 po 
Y 7 09 PV?S -Cy:, M, =N,+-pt #NoAa; 
Zi=+PVES Cu, M,=Li+pViLiAn. 


Ici A4, As, À) désignent les angles de Lraquage de la gouverne 
de direction, des ailerons et de la gouverne de profondeur. 

Etudions de plus près les équations du mouvement (18.14)-(18.19} 
et commençons par la première. On a pour un appareil qui descend 
verticalement : 


mV = T+G—+pVSCxs. (18.20) 


Ici Cx, est une constante et S la surface alaire (comme dans les for- 


mules ci-dessus). Il résulte de (18.20) que la vitesse V croît et que 
sa valeur limite pour une traction 7 constante s’écrit 


2(T+0G) 
PSC x, 


On voit que cette valeur limite est d'autant plus grande que la trac- 
tion est importante. Les couples de commande créés par le braquage 
des ailerons et des gouvernes sont proportionnels au carré de la vites- 
se et ils augmentent avec la traction. Le domaine commandable 
s'élargit donc si l’on augmente la vitesse de descente de l'avion, ce 
qu’a justement fait Artséoulov. 

Notons Æ, la hauteur à laquelle l’avion part en vrille et 7, la 
traction maximale. On a pour la vitesse maximale: 


y —_ 2(To+6) 
7 0— PSCr, 


V = 


et l’appareil heurtera le sol au moins au bout def, = H,/V,. Le pro- 
blème de la sortie de vrille peut s’énoncer comme un problème de 
commande : agir sur les commandes de direction, de gauchissement 
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et de profondeur de manière à faire passer l'avion de l’état n = À, 
à l’état n = À, dans le temps [0, #,], #; << t,. Il va sans dire que 
toutes les valeurs de A, ne conviennent pas vu la borne des moments 
créés par les organes de commande, si bien que chaque type d'avion 
possède son propre À, au-delà duquel il y a des régimes de vol qui 
finissent nécessairement par une catastrophe. 
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Soit un système de commande linéaire gouverné pa le système 
d'équations DAS 


= P(x +Q (Hu +R( v, (19.1) 


avec x, u et y des vecteurs de dimension respective n, r, k et P (t), 
Q (t), R (t) des matrices rz X n,n Xret n xX k. On admet que les 
éléments de P, Q, R sont donnés pour { > 0, réels, continus et 
bornés. Soit x € £, le vecteur d'état, u£ £, île vecteur de commande 
et VE E, un vecteur constant. 

Supposons que la commande du système (19.1) se fait avec mesu- 
re des composantes de la fonction vectorielle 


z(t) = P,(t) x +Q (ti u + R, (0 v, (19.2) 


P, (t), Q, (t), R, (t) étant des matrices d'éléments connus qui sont 
des fonctions réelles, continues et bornées, définies pour t > 0. 
Soient! X n,l X r,l X kles dimensions respectives de ces matrices. 
On demande la commande 


u =ut(é, x, 2) (19.3) 


qui transfère le système de tout état initial x, au temps t = 0 à 
l’état final x = 0 au temps t = T et qui conserve cette propriété 
pour tout choix des composantes de y sans être une fonction explicite 
de ce vecteur. Cette position du problème implique deux questions: 
quelles sont les conditions d'existence de cette commande? quelle 
en est la représentation analytique? 

Tâchons de répondre à la première question. S'il existe une com- 
mande qui conduit le système d’une position initiale x, à la position 
finale x = 0 dan: le temps [0, 7], on la cherche sous la forme 


u = B*c + V, (19.4) 


où B = Y-1Q et le vecteur V vérifie la condition d’orthogonalité 
T 


(EL dt =9. Ici Ÿ est la matrice fondamentale du système] 
0 


c — Px, (19.5) 
avec la condition initiale Ÿ = Æ£ pour t = 0. 
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Portons (19.4) dans (19.1), prémultiplions par Ÿ -! et intégrons 
par rapport à & de { à T. On obtient par certaines transformations 


—YAx = A(, Tie +plés T)+p, Ten (19.6) 


T T T 

où A (t, T) = | 8B* dt, œ{t, T) = | BV dt et pt, T)=[Y"R dt. 
{ t t 

Les colonnes de la matrice B* sont supposées des fonctions vec- 


torielles linéairement indépendantes dans tout intervalle [0, TI. 
On trouve alors à partir de (19.6) 


c=—A (VX + + py). (19.7) 
La substitution dans (19.4) donne 
u= Mx +N, (19.8) 


avec M = —B#A-lY-1 N = V — B*A-l(p + py). 
Portons (19.8) dans (19.1), il vient le système 
x = Pox + Que + Rov: (19.9) 
où P, = P LOM, u, = V — B*A-to, R, = R — B*A”tp. 
Notons Ÿ, la matrice fondamentale du système 


“x= Pix (19.10) 


avec la condition initiale Ÿ, = Æ pour t = 0. Prémultiplions (19.9) 
par Ÿ5!, puis intégrons de 0 à £: 


î t 
x = Yoxo+ Vo | Bouo dt + Yo | Y:1R, dty, (19.11) 


0 0 


B5=Y5"Q. Utilisons (19.11) pour éliminer x de (19.8). On a 


{ 
u= —B*ATY-IYoxo— | BAY, | Ys'Rodt+ B°A"1p) y— 


U 


ê 
— B'ANUY-Y, | Bouodt+ V—B*A"ig. (19.12) 
0 
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Moyennant les deux dernières égalités éliminons x et u de (19.2), 
il vient 


Z2= (P3Yo— QiB*ATY Yo) Xo + 
t 


+[ PYo | Y=1Rodt—Q; (B*ANY-Y (var, dt+B*Ap)+R, | y+ 
0 0 
l 


{ 
+PY | Bouo dt — Qi ( B°AY-Y9 ( Bouo dt — V + B°A°q). 
0 0 


(19.13) 


On chasse les vecteurs constants arbitraires x, et y de (19.12) 
à l’aide de (19.11) et (19.13), ce qui donne 


uU = uUXx + vz +%, (19.14) 


les matrices u et v étant choisies telles qu’en retranchant terme à 
terme de (19.12) le produit de (19.11) par u et celui de (19.13) par v 
on a la formule (19.14). Ainsi, 


{ t 
= —B*AY-Y, | Bouodt+ V—B*A"ip— pu}, | Bou, dt— 
0 0 


Î ! 
_\ [ PaYo ( Bouo dt— Q, (B*AY<Y, | Bouo dt —V + B* A") | | 
0 (0 
Désignons par À4,, 4, A, les matrices précédant x, dans (19.11), 


(19.12), (19.13) et par B,, B:, B, celles qui y précèdent le vecteur . 
On a alors 


As = Ar +vA4z, BB, = uB, +vB:. (19.15) 


THeor£ME 19.1. Si les fonctions vectorielles dont sont formées 
les colonnes de la matrice B*, sont linéairement indépendantes dans 
tout intervalle [t, T] et si les vecteurs lignes de A. (resp. B.) se situent 
dans les sous-espaces engendrés par les vecteurs lignes de À,, À, (resp. B:, 
B:), alors la commande (19.3) existe et elle se définit par la formule 
(19.14). Za commande (19.14) transfère donc le système (19.1) de tout 
état initial x, au temps t = 0 à l’état final x = 0 au tempst =T 
quel que soit le vecteur *. 


DEMONSTRATION. La formule (19.11) est solution du système 
(19.1) pour la commande (19.8). Elle présente donc la propriété: 
x = x, pouri =0et x = 0 pour t = 7 quel que soit le vecteur . 
La formule (19.12) définit la commande (19.8) pour la solution (19.11), 
si bien que la substitution de (19.11) et. (19.12) dans (19.1) fournit 
une identité. Désignons cette identité par (19.15) et effectuons les 
transformations suivantes: multiplions (19.11) par Qu, (19.13) 
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par Qv et retranchons terme à terme de (19.15). On a 


x — Q(ux + vz) = Px +Qx+ Ry, 


ou 


x = Px +Q(ux +vz + x) + Ry. 


On en conclut que (19.11) est également solution de (19.1) pour la 
commande (19.14), cette solution partant de x = x, pour { = 0 


et aboutissant en x = 0 pour t = T. Cette circonstance achève 
la démonstration. 


Passons au cas général et supposons donnés le système 


x = Px + Qu + Rf (19.16) 
et le système 


z = P,x + Qu + R,i, (19.17) 


les matrices P, Q, R, P,, Q,, R, étant les mêmes que dans (19.1), 
(19.2). Soit de plus f une fonction vectorielle continue quelconque, 
définie pour { > 0, réelle et bornée et soit Æ sa dimension. On de- 
mande la commande” 


u =ut({, x, z) (19.18) 


qui conduit le système (19.16) de tout état initial x, à l’état final 
x = 0 dans le délai [0, T] avec f quelconque. 

Dans ce problème on utilise naturellement, en plus des quantités 
mesurées, composantes de z, la valeur courante des composantes 
du vecteur d'état x et les éléments des matrices P, Q, R, P,, Q,, R.. 
Il serait donc logique de supposer que la fonction vectorielle Rf = E 
est également connue à l’instant courant t. Nous estimerons que 
ses valeurs à tous les instants antérieurs peuvent être utilisées pour 
déterminer (19.18). Supposons qu'il existe une commande qui fait 
passer le système (19.16) de x, en x = 0 durant [0, 7]. On la cherche 
sous la forme 


u = B*ce + V, (19.19) 


T 
où la fonction vectorielle V vérifie [8v dt = 0. Prémuiltiplions 


( 
(19.16) par Y -! et intégrons entre tet 7, il vient 


T t 
_Y-ix= A(t, T)e+ | BV dt+y— Â VE dt, (19.20) 
t 


0 
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T 
y désignant le vecteur constant inconnu y = (y dt. On a à par- 


0 
tir de (19.20) et (19.19) 
T 


c— — A”! (Yx+ ( BV dt+y— 1e dt), (19.21) 
t 0 


u—M,x+N,, (19.22) 


T 
où Mi —B*AUY, Ni=N,—B°4"ty et N,—V—B*A" | ( BV dt— 


t 


d'a dt) . On trouve par substitution de (19.22) dans (19.16) 


Oz 


x = Pix ON, HE, (19.23) 


Po = P +QM 
oit Yo la matrice fondamentale du système 


x = P,x. 


Appliquons à (19.23) la formule de Cauchy, on a 


x= oxo— Yo | Y-1 (1) Q(r) B° (x) A (x, T) de-y+ 
0 


{ t 
+ Yo [ Yo(r) CON: (D dr+ Yo | st (D)E(T) dr. (19.24) 
0 0 


Les équations (19.22) et (19.24) donnent 
u— M;Y0Xxo— 


{ 
—[ MY Ya (+) Q (x) B° (x) A4 (x, T) dr+B° A | y+ui (6). (19.25) 


Supposons qu’il existe une matrice © d'éléments donnés pour 
t > 0, réels, continus et bornés telle que oA, = R. En multipliant 
(19. 17) à gauche par & on obtient alors, compte tenu de (19.24) et 
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(19.25), 
0zZ2=0 (PiYo+ QMiY 0) Xo — 


Uu 


— Pi {Yo | Yi (r) Q (x) B° (x) AT(r, T) dr + 
0 


+ Qi [MiTo | Tor (r) Q(r) B° (A4, Ddr+ 8°] } v+2. 
0 


(19.26) 


TesorsME 19.2. On suppose que 1) les fonctions rectorielles cons- 
tiluant les colonnes de la matrice B* sont linéairement indépendanies 
dans tout intervalle [t, T]; 2) il existe une matrice © telle que oR, = R; 
3) Les vecteurs dans les lignes de (M,Y,) qui précède x, de (19.25) sont 
des combinaisons linéaires de lignes des matrices précédant x, dans les 
formules (19.24) et (19.26); 4) les vecteurs qui se trouvent dans les lignes 
de la matrice précédant y de la formule (19.25) sont des combinaisons 
linéaires de lignes des matrices précédant y dans (19.24) et (19.26). 

Alors la commande (19.18) existe et on la cherche sous la forme 


u = LiX + V10Z + Xe (19.27) 


DeMmonNSTRATION . La substitution de (19.24) et (19.25) dans (19.16) 
donne une identité. Prémultiplions (19.24) par u,, (19.26) par v.;, 
puis par la matrice Q et retranchons terme à terme de l'identité 
considérée. On constate qu'avec la commande (19.27), (19.24) vérifie 
également l’équation (19.26), et la forme de (19.24) permet de con- 
clure que x = x, pour {t — 0 et x — 0 pour { + 7 quelle que soit la 
fonction vectorielle f. Ici u, et v, sont les matrices qui expriment 
la dépendance linéaire des conditions 3) et 4) du théorème. 


$ 20. Détermination des commandes invariantes 
pour des systèmes quasi linéaires et des systèmes non linéaires 
en régime de stabilisation 


Soit un système commandé décrit par le système quasi linéaire 
d'équations différentielles 


x = Px + Qu + Ry+uG (t, x, u, Ÿ). (20.1) 


Les éléments des matrices P, Q, R seront supposés donnés pour t > 0, 
réels, continus et bornés. La fonction vectorielle G est définie pour 
xCE,, uEE,, YEE,, t > 0, réelle, continue et continuement 
dérivable par rapport aux composantes des x, u, Y, qui sont respec- 
tivement le vecteur d'état du système, le vecteur de commande et 
un vecteur constant arbitraire. 
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Supposons que le processus de commande de (20.1) s'accompagne 
de mesure des composantes du vecteur 


z = Pix + Qu+ Riy +uG (4, x, u, L), (20.2) 


les éléments des matrices P,, Q,,.R, et les composantes du vecteur 
G,; jouissant des mêmes propriétés que leurs homologues des matri- 
ces P, Q, R et du vecteur G. Soit 4 la dimension de z. Le paramètre 
u figurant dans (20.1) et (20.2) est supposé petit. 

On désire trouver la commande 


u =u(t, x, z, Li) 1(20.3) 


qui fait passer le système (20.1) d’un état initial x, € Q, quelconque 
dans l’état final x — 0 dans le temps [0, 7] quel que soit le vecteur 
+ E Q,, où Q, et Q, sont deux domaines bornés dans E, et E, respec- 
tivement. On exige de plus que la commande (20.3) ne soit pas 
une fonction explicite des composantes du vecteur . 
Soit une commande qui transfère (20.1) de x, en x = 0 durant 
10, T]. On la cherche alors sous la forme 
u = B*c + V, (20.4) 


» 


ou 


LÉ 


Comme plus haut, la matrice B est définie par la formule B = 
— Ÿ -1Q, avec YŸ la matrice fondamentale du système linéaire 


x = Px (20.5) 


avec la condition initiale Y = £Æ pour t = (0. 

Admettons que la fonction vectorielle V est continue et appar- 
tient à ©,, une région bornée de l’espace Æ,. Portons (20.4) dans 
(20.1), prémultiplions par Y -! et intégrons de 0 à T, il vient 


T 1 
— x=A (0, T)e+ | Y-Rdt.y+u [ Y-iGdt, (20.6) 
0 0 
T 


A (t, T) désignant toujours la matrice | BB* dt. La matrice À (0, T) 
sera supposée non singulière. 
Le système (20.6) admet comme solution pour u = 0 
T 
0 


= —A"t(0, T) (xo+ | Y'R dty), 
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Le jacobien des seconds membres de (20.6) par rapport aux com- 
posantes de c pour u = 0 coïncide avec le déterminant de À (0, T), 
ce qui signifie sa non-nullité. Il en résulte que le système (20.6) 
définit la fonction vectorielle implicite 


C— CC (Xor LL Y: V). (20.7) 

Sous cette condition la commande (20.4) détermine, pour x, 
donné, une solution de (20.1) définie sur l'horizon [0, T] pour pu 
suffisamment petits. Ce mouvement présente nécessairement, en 
vertu de (20.6), la propriété x — 0 pour { + T. Désignons-le par 


X — X(É, Xos Vs L)- (20.8) 
Le report de (20.8), (20.4) et (20.7) dans (20.2) donne 
Z = Zi, Xo, Ys LU). (20.9) 


THÉOREME 20.1. Si Les fonctions vectorielles qui constituent les colon- 
_nes de la matrice B*, sont linéairement indépendantes et si Le jacobien 
des seconds membres de (20.8), (20.9) par rapport aux composantes des 
vecteurs x, et y est différent de zéro pour u = 0, alors il existe une com- 
mande (20.3) qui transfère Le système (20.1) de tout état initial x, € Q, 
à l'état final x = 0 dans le temps (0, T] quels que soient les vecteurs 
VEN et VE Q,. 


D£EMONSTRATION. Portons (20.8), (20.4) et (20.7) dans (20.1), il 


vient une identité. Exprimons les vecteurs y et x, moyennant les 
équations (20.8) et (20.9): 


Xo = Xo (fé, Xs Z, LU), = V({, x, zZ, L). (20.10) 

Utilisons ces égalités pour éliminer x, et y de (20.7). Cette com- 

mande prend alors la forme (20.8) et l'identité mentionnée relie 

(20.8) et (20.3). Le mouvement (20.8) est donc solution du système 
(20.1) commandé par (20.3), ce qui achève la démonstration. 

REMARQUE. Comme le jacobien des fonctions (20.8), (20.3) par 

rapport aux composantes des vecteurs x, et y pour u = 0 coïncide 


avec son homologue du système (20.1) pour u = 0, le Théorème 20.1 
peut s’énoncer comme suit: 


Si le problème de détermination des commandes invariantes est 
possible pour le système linéaire (19.1), il l'est également pour le système 
quasi linéaire (20.1). 


$ 21. Synthèse des commandes linéaires à retard 
Soit le système différentiel 


x = P(x+Q(u+f(, (21.1) 
où les éléments des matrices P et Q et les composantes du vecteur f 
sont donnés pour t > 0, réels, continus et bornés. On demande la 
17—0456 
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commande 
—u(t, x(t— +) (21.2) 
et la fonction initiale 
X = 9, 
tE[0, +], pour que le système (21.1) admette comme solution 
x = X({, xo) ayant la propriété 
x = X, pour é =0, x = 0 pour it =T. (21.4) 


Ici test le retard, T => t >> 0. La substitution de (21.2) dans (21.1) 
donne un système d’équations différentielles à argument retardé. 
Pour construire sa solution, il faut se donner la fonction initiale 
(21.3). La solution de (21.1) se définit alors à l'instant suivant 
tE[Tt, 27] comme solution du système 


x = P(t)x+ Q(tjutt, p(t— +) +E() 


avec la condition initiale x = q (t) pour £ = t. 

On construit de même la solution de (21.1) commandé par (21.2) 
sur tout intervalle [kt, (4 + 1) tr], k = 2, 3, 4, ..., donc sa 
solution pour toute la période [0, 7]. 

S’il existe une commande qui transfère le système (21.1) de tout 
état initial x, à l’état final x — 0 dans le délai [0, 7], on la cherche 
sous la forme 

u = B*c + V, (21.5) 


la fonction vectorielle V vérifiant la condition 

T 

| BV dt=0. 

0 
La matrice B est définie par la relation B = Y -'Q, Y étant la matrice 
fondamentale du système linéaire x = Px avec la condition initiale 
Y = E pour t = 0. 

Portons (21.5) dans (21.1), prémultiplions par Y -! et intégrons 

par rapport à t de 0 à 7, puisdetà T.Ona 


—x)=A(0, Te+ (Yi, (21.6) 


—Yix= A(t, T)e+ 


+) de] te 


T 
BVdt+ | Y“if dt. (21.7) 
t 


T 
À (t, T) désigne ici la matrice ( BB* dt. 
t 
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Les deux dernières égalités entraînent 
T 


x=YA(#, T) 41 (0, 7) (x°+ [ Y'fdt)— 
T T 
—Y ({ BVät+ | Y“fdt). (21.8) 
t 


t 


Cette formule est solution de (21.1) pour la commande (21.5), 
et elle jouit de la propriété (21.4). Remplaçons dans (21.7) t par 
t— ret éliminons le vecteur constant c de (21.5) à l’aide de (21.7). 
On a 


u—=Mx(t—Tn, (21.9) 
avec 
M=—B"(t) A"t(t—x, T)Y-(t—), 
5 à T 
N=V—B°(#) At (t—7, T) | BV dt+ | Ytfat). 
t—T 1—T 


Tasor£ME 21.1. Si les fonctions vectorielles qui forment les colonnes 
de la matrice B*, sont linéairement indépendantes sur tout intervalle 
[t, T], tE [0, T — +], il existe une fonction initiale (21.3) et une 
commande (21.2) telles que le système (21.1) passe de tout état initial 
x — X, dans l'état final x = 0 pendant la période [0, T], la fonction 
initiale étant définie par la formule (21.8) et la commande par (21.9). 


D£MoNSTRATION. Il suffit d'établir qu'avec la commande (21.9) 
et la fonction initiale (21.8) le système (21.1) possède une solution 
vérifiant (21.4). 

On a à partir de (21.7) 

T T 
x=—YA(, T)e—Y | BVät—Y | Y-fdt. (21.10) 
L 


t 


En portant la commande (21.5) et la fonction vectorielle (21.10) 
dans (21.1), on aboutit à une identité. Eliminons-en la quantité c de 
(21.5) en l’exprimant par (21.10), où l’on fait t = t — +. On a alors 
une autre identité qui donne la relation entre la fonction (21.10) 
et la commande (21.9). Utilisons (21.6) pour éliminer le vecteur 
constant ce de (21.10), il vient la fonction vectorielle (21.8). Ainsi, 
a obtenue relie la fonction vectorielle (21.8) et la commande 
(21.9). 

On en conclut que (21.8) est solution du système (21.1) commandé 
par (21.9). Cette solution jouit par construction de la propriété 
(21.4), c.q.f.d. 


17% 
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Soit maintenant le cas où les mesures sont faites non pas sur 
tout le vecteur d'état x ({), mais sur certaines combinaisons linéaires 
de ses composantes qui sont en général calculées à divers instants. 
Ces mesures s’écrivent dans le cas général: 


0 
z= | [dR (t, 8)]x(t+ 8), (21.11) 


où R (t, Ÿ) est une matrice nr X n dont les éléments sont des fonc- 
tions à variation bornée par rapport à 8 € [—+t, 0] et des fonctions 
continues en t définies pour t{ > (0. 
Les éléments de R (t, 8) seront supposés réels et bornés. Dési- 
gnons par À la matrice 
0 
H= | (aR (t, 9)]Y (+8) A(t+, T). (21.12) 
=T 
L'intégration est effectuée, comme plus haut, par rapport à ® sur 
l'intervalle [—+T, 0] et est comprise au sens de Stieltjes. 


TRÉOREME 21.2. Si les fonctions vectorielles qui forment les colonnes 
de la matrice B*, sont linéairement indépendantes sur [0, T] et si 
la matrice H est non singulière pour t € [x, T|, alors le système (21.1) 
passe de tout état initial x = x, dans l'état final x = 0 durant [0, T| 
sous l’effet de la fonction initiale (21.3) définie par la formule (21.8) 
et de la commande 

0 


u= M, | [dR (t, 9)1x(t+0)+Ns 
-T 
D'EMONSTRATION. Faisons & —t + Ÿ dans (21.10) et portons dans 


(21.11), il vient 
0 T 


z= —He— | [aR (t, 9)]Y (t+ 9) | (BV+Y“f) dt. (21.13) 
T t+0 
On a à partir de (21.13) et (21.5) 
u = M,z + N,, (21.14) 
où 
M, = —B*H, 


0 T 
Ni=V—B°H | (AR (t, 8)1Y (+8) | (BV+Y-D dt. 
—T t+0 
Montrons qu’avec la commande (21.14) et la fonction initiale 
(21.3) définie par la formule (21.8), le système (21.1) admet une 
solution possédant la propriété (21.4). 
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En effet, la substitution de (21.10) et (21.5) dans (21.1) donne 
une identité. Utilisons (21.13) pour en éliminer le vecteur ce figurant 
dans la commande u, puis (21.6) pour procéder de même avec ce de 
(21.10), on obtient que (21.8) est solution de (21.1) commandé par 
(21.14). Cette solution jouit de plus de la propriété (21.4), c.q.f.d. 

Soit à mesurer la quantité 


E=R(t) x (6). (21.15) 


Une question se pose: sous quelles conditions on trouve une 
fonction initiale (21.3) et une commande formée par les seules mesu- 
res de (21.15) telles que le système (21.1) possède une solution ayant 
la propriété (21.4)? 

On y répond à l’aide du théorème ci-dessous. 

Posons 

B=R()}Y (D A (+, T). (21.16) 


Tæ£éortME 21.3. Si les fonctions vectorielles qui constituent les 
colonnes de la matrice B*, sont linéairement indépendantes sur l’inter- 
valle [0, Tlet s’il existe un nombre T > x > 0 tel qu'il en soit de même 
des colonnes de la matrice $ sur tout intervalle [t — x, t], on trouve une 
fonction initiale (21.3) et une commande 


u= > Myx(t—7,(t))+N 


telles que le système (21.1) ait une solution jouissant de la propriété 
(21.4). 


DeMONSTRATION. La matrice À (0, T) étant non singulière, la 
solution (21.8) existe, ce qui permet de la prendre pour fonction 
initiale (21.3). L'indépendance linéaire sur [t — +, t] des colonnes 
de BP entraîne l’existence de points t— 1, ({)Elt— +, t], j — 
= 1, 2, ..., n, pour lesquels les matrices f (t — v; (t)) possèdent 
n colonnes linéairement indépendantes quel que soit £. On interprète 
T; (t) comme des fonctions continues en t satisfaisant aux contraintes 
0 << T; (£) XX T. 

L'indépendance linéaire implique alors la non-singularité de la 
matrice 


 (é) 2 P° (t—T;)B (t— ti) 


Substituons t — +; (t) dans (21.15) et (21.10) et éliminons le vecteur 
x entre les relations obtenues. En prémultipliant l’égalité obtenue 
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par f* (£ — +; (t)) et en sommant en j de 1 à x, on trouve 


D B° (— 7, (6) B(— 7, (#)) = 


ÿe=i 


= —fPo— © B°(t—t,(t)) R(t—t;(t)) Y (t—7, (t)) x 
J=1 
T 
x | (BY+YHd. (2147 
t-7T;(t) 


Trouvons le vecteur ce qui y figure et éliminons-le de la com- 
mande (21.5). Cela nous donne la commande 


“= À Mix (t—v,(t))+N. (21.18) 


Il reste à démontrer qu’en présence de la commande (21.18) et de 
la fonction initiale (21.3) définie par (21.8), le système (21.1) a une 
solution jouissant de la propriété (21.4). 

La technique de démonstration est la même que dans le Théorè- 
me 21.2 parce que la commande (21.18) s'exprime également par 
l'intégrale de Stieltjes. 

Appliquons la théorie développée ci-dessus à un problème de 
répartition des investissements. Soient z branches caractérisées quan- 
titativement à l’instant courant t par z, (t), . .., x, (t). Désignons 
par u, (t) l'accroissement des investissements (rapporté à l'instant t) 
dans une branche s et par b, (t) le taux de croissance de s par unité de 
capital. Le développement des branches est gouverné par l'équation 


dz,ldt = bu, s=1,...,n. (21.19) 
On investit au total à l’instant courant t 


ñn 


à u,(t)=u (t). (21.20) 


Si l’on désigne par zx(t) le capital placé antérieurement dans 
toutes les branches, on a 


z = u (t). (21.24) 
Soit zx; = ts0 l’état initial des branches pour £ = {, et x, = zu 
leur état final pour t —=t, + T, s = 1, ..., n, où t, ouvre la pé- 


riode prévue d'investissement et T est cette période même. On de- 
mande de partager le capital de façon que toutes les branches attei- 
gnent en 7 le niveau donné. 
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Cherchons u, sous la forme 


= bi LV, S=1,::3 nn: (21.22) 
to+T 


avec | b,V, dt= 0. Portons (21.22) dans (21.19) et intégrons de t, à 


t 
Lo + T, puis detàät, +T, il vient 


te — = Cs, (21.23) 
\ bidt 
lo 
to+T 
Ts —Zs (t)— bVsdt 
= — = Ca. (21.24) 
Î bd 


t 


On obtient par substitution de (21.23) et (21.24) dans (21.22): 
= En —En) | y, (21.25) 


to+T 
\ bidt 
lo 
be (za — 
uno by, (21.26) 
\ bidt 
t 


Introduisons la notation 


s b, sl 
>» Es £a) = Uo. (21.27) 
s=1 Ü bidt 

lo 
Si le processus d’investissement obéit à la loi (21.25), les objec- 


tifs du plan de développement sont réalisables. Le montant du 
capital nécessaire et suffisant est alors donné par la formule 


to+T 

am | ut. (21.28) 
to 

Cette formule s'obtient par substitution de (21.27) dans (21.21) 
et par intégration sur Î[to, to + T]. On observe que la loi d’inves- 
tissement peut être non pas (21.27), mais u (t). Dans ce cas, on 
note V —u(t) — u,. Pour que le programme soit réalisable, il 
faut que les investissements totaux soient définis par (21.28). On 
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to+T 
doit donc avoir nécessairement [ V dt = 0. Considérons mainte- 


to 
nant la fonction V,. Quel que soit le programme de répartition qui 


donne la solution du problème fondamental, ces fonctions sont 
to+T 


assujetties aux conditions suivantes: 1) | b,V, = 0; 2) les fonc- 


Le 
tions (21.25) sont non négatives, i.e. chaque branche a tendance à se 
développer : V, > — Bs(zs1— 250) . 3) on a, à partir de (21.20) 


to+T ? 
( 2dt 
to 
et (21.27), 
n to+tT 
DS V,=V et | V dt —0 
s={ 10 


Si V, de (21.25) vérifient les trois conditions énoncées, ces expres- 
sions déterminent un programme de répartition des investissements 
par branche, qui, s’il est réalisé, assure à chaque branche l’état 
final donné à l’expiration du délai prévu. Les formules (21.26) tra- 
duisent la répartition des investissements en fonction des états cou- 
rants de chaque branche. Observons qu’on ne connaît en général 
tout état courant qu’avec un retard dû au temps de traitement de 
l'information. Si l’on fait le changement t — t — + dans (21.23) 
et utilise le résultat pour éliminer c, dans (21.22), on a en défini- 
tive 


to+T 
Ze —Zs(t—T)— \ b,V,dt 
ue (t)= ds (1) — > — "© +v,(t). (2129) 
\ bidt 


t-T 


Etant donné ce programme de répartition des investissements, 
la dynamique des branches est définie par les équations 


to+T 


| Zai—Za(t—Tt)— | b,V, dt 

z (1) = b$ (+) — +6, (1) V,(#). (21.30) 
\ bidt 
t-T 


Les formules (21.29) et (21.30) sont établies en fonction d’un 
état connu au temps { — t. Quant aux investissements effectués dans 
la période initiale £ € [t5, to + t], leur répartition est régie par les 
formules (21.23). 
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Nous avons déterminé plusieurs programmes de répartition des 
investissements qui garantissent la réalisation de l’objectif numéro 
un de l’économie en développement et montré qu'ils constituent toute 
une famille et dépendent du choix des V,, ..., V, soumises aux 
contraintes 1), 2), 3). 

En choisissant convenablement V,, ..., V, on trouve un pro- 
gramme optimal par rapport à un certain critère. 

Pour la construction de ces commandes optimales, nous renvoyons 
le lecteur à la suite de l'exposé, et nous notons pour l'instant que les 
fonctions V,, ..., V, peuvent être prises telles que les branches 
atteignent l’état final désiré si l’on se donne des états intermédiaires. 

Soit la suite numérique 4 > to, to >> ty, - - … t > tu tin = 
= to + T,et les états des branches 


mt =tns=1,.. ki j=1,..., L (21.31) 


On suppose que ces états se réalisent en général grâce à un choix 
heureux des V,, ..., V,. 

Les fonctions V,, s — 1, . .., À, sont supposées constantes par 
morceaux. Portons (21.22) dans (21.19) et intégrons par rapport a t 
sur l’intervalle [t,, t,:.l: 


tjs1 list 
Re | b? dt.c, + | bV,dt, s—1,...,k. (21.32) 
ty ty 
D'où 
tj41 to+T 
Esjei—Ess — À bidt(zs—230)( Ÿ bd) ! 
: î to 
a EE (21.33) 
\ b,4t 
ty 


Si l’on choisit V, de (21.29) conformément à (21.33), on obtient 
un programme qui garantit (21.31). 


$ 22. Détermination des commandes à retard 
pour des systèmes 
non linéaires 


Considérons, pour commencer, le système quasi linéaire 


x=P(t)x+Q(u+f( +uG(xt,u). (22.1) 


Les composantes de la fonction vectorielle G sont supposées définies 
pou t>0,ueE£E,,x€' E,, réelles, continues et continuement déri- 
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vables par rapport aux composantes de u et de x. Les matrices P, Q 
et le vecteur f sont les mêmes qu’au $ 21. 
On demande les conditions d’existence d’une commande 


u=ut({, x(t — T)) (22.2) 


et d’une fonction initiale 
x = (1), (22.3) 


t E [0, +], telles que le système (22.1) ait pour solution x = x ({, x,) 
possédant la propriété 
x = x, pour t — 0, x = 0 pour t = TJ. (22.4) 


Si (22.2) et (22.3) existent, on se propose naturellement de re- 
chercher la fonction vectorielle u (f, x (£ — +t)) et œ (t). 


TH£BOREME 22.1. Sous les hypothèses du Théorème 21.2, il existe 
une commande (22.2) et une fonction initiale (22.3) telles que Le systè- 
me (22.1) possède une solution qui présente la propriété (22.4). 


DEMONSTRATION. On cherche la commande sous la forme 
u = B*c + V, (22.5) 


où B — Y -!Q, Y étant la matrice fondamentale du système x — 
= PXx, et la fonction vectorielle V vérifie la condition d’orthogona- 
lité 
: T 
Î BV dt—0. 
0 
Portons la commande (22.5) dans (22.1), prémultiplions par 
Y -l et intégrons de 0 à 7, puis de t à T. On obtient 


—x=A(0, Te+\Y-1(f+uG)dt, (22.6) 


—Yx= A(t, T) 


BVdt+ | Y-(f-uG)dt. (22.7) 


Admettons que l’état x, et la fonction vectorielle V, 
partie de la commande (22.5), satisfont aux conditions x, € G,, 
VE Q,, Q, et Q, étant deux domaines bornés des espaces respectifs 
E, et E,. Le jacobien des seconds membres de (22.6) par rapport aux 
composantes du vecteur ce pour u = 0 coïncide avec le déterminant 
de la matrice À (0, T); le systeme (22.6) définit donc la fonction 
implicite 

C —= C(xo, LU) (22.8) 
pour x E Q,, | | << Lo, Lo étant une constante positive. 


$ 22] COMMANDES A RETARD POUR LES SYSTÈMES NON LINÉAIRES 267 


Moyennant (22.8) on élimine ce dans (22.7). On détermine alors 
par cette égalité la fonction vectorielle 


x = Xx({, Xo, M): (22.9) 


qui jouit de la propriété (22.4). Son existence est établie par la 
méthode des approximations successives qu’on applique à l’équa- 
tion (22.7). Pour u suffisamment petits, on inverse la formule (22.9), 
plus précisément, on exprime le vecteur x, par les paramètres qui 


y figurent: 
Xo = E (4, x (4), Hi). (22.10) 


L’inversion en question est possible parce que le jacobien du 
second membre par rapport aux composantes de x, pour u = Ü 
coïncide avec le déterminant de la matrice Ÿ (t) À (t, T) A! (0,7) 
et il est donc non nul quand t € [0, T]. Faisons { = t — + dans 
(22.10), éliminons x, dans (22.8) à l’aide de (22.10) et ce dans (22.5) 
moyennant (22.8), il vient 


u—=B*(t)e(sGt—1rz x(—Ttu), un) +V=ut(, x(— 7). 
(22.11) 


En substituant la commande (22.5) dans (22.1) et en éliminant le 
vecteur c moyennant (22.8), on obtient un système d'équations qui 
est vérifié identiquement par la fonction (22.9). Si l’on remplace 
dans cette identité xs, élément de u, par E avec { = t — 7, on vérifie 
que (22.9) est également solution de (22.1) pour la commande (22.11). 
La fonction initiale correspondante s’écrit naturellement comme 
= x(t, xo, LU), t E[0, tl. Comme (22.9) jouit de la propriété 
(22.4), le Théorème 22.1 s'en trouve démontré. 

Supposons que ce sont les composantes du vecteur z qu’on mesure 
et que les mesures sont définies par les formules 


(,) (tu 
z= | [dR (t, dx (+0) +4 | [dRi(t, 8) G (+8, x(t+ 0), u); 


(22.12) 


les éléments des matrices À (t, 8) et À, (t, Ÿ) seront supposés des 
fonctions continues en t, définies pour { > 0 et des fonctions à varia- 
tion bornée en Ÿ données pour Ÿ € {—+T, 0]. L'intégrale de (22.12) 
est comprise au sens de Stieltjes et la variable d'intégration est le 
paramètre Ÿ. 


TH£OREME 22.2. Sous les hypothèses du Théorème 21.2 il existe 
une commande 


u—=ut(!,z; Lu) (22.13) 
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et une fonction initiale 
x =œp(t),tE (0, +] (22.14) 
telles que le système (22.1) ait une solution possédant la propriété (22.4). 


DEMONSTRATION. Nous supposerons les composantes de la fonc- 
tion vectorielle G, continuement dérivables par rapport aux 
composantes du vecteur x et présentant pour le reste les mêmes pro- 
priétés que celles de G. Portons (22.9) dans (22.12). Le jacobien des 
seconds membres par rapport aux composantes de x, pour u = 0 
est non nul vu qu’on est dans les conditions du Théorème 21.2. On 
exprime donc x, moyennant (22.12) et (22.9) par la formule 


Xo = (4, z, p). (22.15) 


On élimine x, dans (22.8) moyennant (22.15), puis on utilise (22.8) 
pour procéder de même avec le vecteur ec de la commande (22.5), 
il vient 


u—=B*efn(t, zu), n) +V=ut(t, 7, p). (22.16) 


Montrons l’existence, pour la commande (22.16) et la fonction 
initiale œ = x (f, xo), { E [0, +}, obtenue à partir de (22.9), d’une 
solution de (22.1) qui jouit de la propriété (22.4). 

On porte pour cela (22.9), (22.5) et (22.8) dans le système et on 
obtient une identité. Remplaçons le vecteur x, figurant dans la com- 
mande u par la formule (22.15). Il se trouve que (22.9) est solution 
de (22.1) commandé par (22.15). La fonction vectorielle (22.9) 
vérifiant (22.4), la démonstration s'achève là-dessus. 

Aux $ 21 et 22 nous avons procédé à la construction des familles 
de commandes qui dépendent de la fonction vectorielle V telle que 


T 
| BVdt=0, B—=Y"Q. (22.17) 
U 

Indiquons des procédés de représentation analytique de fonctions 


vectorielles orthogonales aux lignes de la matrice B. Introduisons 
l’espace L° 10, T] des fonctions vectorielles u de carré sommable 


T 
| u? dt + oo. 
0 


Admettons que u,, u:, . .. forment une base de cet espace, i.e- 
leurs combinaisons linéaires à coefficients constants réels en nombre 
fini constituent un ensemble fonctionnel partout dense dans L° [0, T1]. 
Chaque fonction de la base s'écrit 


u; = B*c; + V;. 
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Définissons le vecteur c; par la condition d’orthogonalité de V; aux 
lignes de B: 


T 
cy— A"1(0, T) Î Bu; dt, 
0 


avec 
T 


A(0, 1) =| BB* dt 
0 
(comme plus haut). On suppose bien sûr l'indépendance linéaire 


sur (0, T] des fonctions vectorielles qui forment les colonnes de B*. 
Avec ce choix des c;, les fonctions 


T 
V,=u;—B°A(0, T) | Bu; dt, j—1, 2, ..…, 
qu 
forment une base dans l’espace des fonctions vectorielles V ortho- 
gonales aux lignes de B. Les combinaisons linéaires à coefficients 
réels constants en nombre fini de ces fonctions constituent un ensem- 
ble partout dense dans cet espace. 
Soit l’équation différentielle 


2 pi ( 204. + p, (D z=0, (22.18) 
Pi (t), - -., Pn (t) étant des fonctions réelles, bornées, nr fois con- 


tinuement dérivables et définies pour t > 0. 
On demande l'expression analytique des fonctions V ayant la 
T 


propriété EL dt = 0, où zx est solution nr — 1 fois continuement 


0 
dérivable de l’équation (22.18). Soit ® une fonction admettant des 
dérivées continues d’ordre #2. Multiplions (22.18) par et intégrons 
de 0àT, il vient 
T 


| oL (x) dt=0, (22.19) 
0 


L (x) étant le premier membre de (22.18). On trouve en intégrant 
par parties: 


T n-1 
Î 2L(p) dt+ D [p” (0) A+ p# (T) B1=0, (22.20) 
0 Rk=( 


L(p}=(— 1" po + C— D (pp) LE. + prop. 
Prenons œ telle que 


p* (0) =p"(7)=0, k=0, 1,...,n—1. (22.21) 
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Les égalités (22.20) entraînent alors 
T 


| zV dt=—0, où V=L(p). 


0 
La condition (22.21) donne 
p = Et (T — 1)", où p € CT I0, 7]. (22.22) 


Ici 1 est une fonction quelconque » fois continuement dérivable sur 
[0, T]. Ainsi, toute fonction 


V = L(M(T — t)"+) (22.23) 
est orthogonale à x vérifiant (22.18). Posons 
V,=L(#(T— 0), j = 0, 1,2, ... 


nous obtenons une famille de fonctions dont les combinaisons linéai- 
res finies sont partout denses dans l’espace de toutes les fonctions 
satisfaisant à la condition 


T 
| zV dt=0, VEL?[0, 7]. 


0 


Considérons le système différentiel linéaire 


x = Px + Qu, (22.24) 


avec la matrice P et le vecteur Q supposés constants et tels qu’il 
y ait indépendance linéaire des vecteurs 


0: PO;::.,:PAQ. (22.25) 
On demande l'expression analytique des fonctions V ayant la pro- 
priété 


T 
| BV di=0, B=e-PiQ, 
0 


La condition d'indépendance des vecteurs (22.25) fournit 
PQ = pPHQEULPT2Q +... Hu Q (22.26) 
On obtient en prémultipliant par la matrice e-Pt: 
(— 1)" (e-P9m Q =, (— 194 (e-Pt)-0 Q + 
+pe(—1)2(e-P9m2Q +... +une- PQ. (22.27) 
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Multiplions par la fonction nr fois continuement dérivable et 
intégrons entre 0 et T. On a alors 


T 
| oL:dt=0, (22.28) 


U 


La= [(— 1)" (e-Pt) — 2 dy (— 1)" (e= PI} AT] Q. 


Intégrons (22.28) par parties: 
T n—1 
BV dt+ 5 Ip (0)A,+çp#(7)B1=0, (22.29) 
0 k=0 


avec W= L; (p), 


Li(p)= ppp. — php. (22.30) 
Posons 


p% (0) = p (T)=0, k=0,...,n—1. 
On a 
p = L (T — t)"p, où PE CT I0, T]. 


Ainsi, les fonctions 
Vi=La(#(T—t)), j=0, 1, ..…, 


forment une base dans l’espace de V telles que 
T 
| By &=0. 
Û 


Ces exemples de représentation analytique des fonctions vecto- 
rielles orthogonales aux lignes de la matrice B nous autorisent à pro- 
poser des méthodes directes de détermination de commandes opti- 
males par rapport à tel ou tel critère. 

Etant donné le système linéaire (21.1), on demande la commande 
u qui l'amène d’un état initial x, quelconque dans l’état final 
x — 0 durant [0, T7] de façon qu'elle minimise une fonctionnelle 
J = J (u, x). Sous l'hypothèse de l’indépendance linéaire sur 
[0, T] des fonctions vectorielles qui forment les colonnes de B*, 
la commande cherchée sera de la forme 


u = B*c + V, (22.31) 
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avec cç défini par c = —4"1(0, T) x, et V vérifiant la condition 
T 


d'orthogonalité | BV dt = 0. On recherche V sous la forme 
0 


V= > V;a;. (22.32) 
j=1 


En substituant (22.32) dans (22.31) et (22.31) dans (21.1), on 
obtient une solution de ce système qui permet de calculer la fonc- 
tionnelle J = J (u, x). Choisissons «&;, ..., « de façon que J 
soit le plus petite possible. C’est le problème de la recherche de 
l'extrémum d’une fonction de plusieurs variables. Résoudre ce 
problème équivaut en général à trouver une solution approchée 
du problème de la détermination d’une commande optimale. Les 
quantités «; dépendent de c de manière non linéaire, et son élimina- 
tion de la commande entraîne donc la non-linéarité du système 
optimal. 

Etablissons des conditions nécessaires d’optimalité qui nous 
permettront de trouver des lois de commande optimales. 

Posons 

T 


F—= Î fo(t, X, u)dt. (22.33) 


Û 
On demande une commande de la forme 


u = B*c+V (22.34) 


qui transfère le système (21.1) de tout état initial x, à l’état x = 0 


dans le temps [0, T| de façon à rendre minimale la fonctionnelle 
(22.33). La fonction sous le signe Î dans (22.33) sera supposée conti- 


nue, réelle, continuement dérivable par rapport aux composantes 
de uet xet définie pourt >O0,uEEËE,,xE £,. Soit V, la valeur de V 
pour laquelle la fonctionnelle (22.33) est minimale. Admettons que 
V, est une fonction vectorielle réelle, continue par morceaux, ortho- 


gonale aux lignes de la matrice B. Posons V = V, + eV dans (22.34) 
avec | 8Y dt = (0. 
Portons (22.34) dans (22.1) et calculons (22.33). On a 
J (u°, x°) < J (u, x), 


où u? est la valeur de (22.34) pour £ —0 et x° le mouvement associé 
à cette valeur de la commande. Dérivons J (u, x) par rapport à & 
et posons & = 0, il vient 0J/0e = 0 pour e = 0. 
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Cette égalité s’écrit en détaillant 
(es+hv)a-0, (22.35) 
0 
avec ë — 0x/0e quand e = 0. Donc 
E=Y (+) | BY dt. (22.36) 
0 


Portons cette égalité dans (22.35) et invertissons l’ordre d'’intés 
gration : 
T ; T : 
0 0 Tu _ 
| 2e. + SL Ydt.B(t |Vdt—0. 
ol t 
V étant un vecteur arbitraire orthogonal aux lignes de B, il 
existe un vecteur constant À tel que 


T 
D 0 ô | 
à B=0+ (22 y dB (0. (22.37) 


u 
{ 


I1 s’agit des conditions nécessaires d’optimalité de la commande 
(22.34) pour V = V.. 

Voyons ce qu’elles deviennent dans des cas concrets. 

1. Soit f, (ét, x, u) = aïx + C?u +u*C.u. Les conditions né- 
cessaires d’optimalité s’écrivent alors 


T 
ct + Qu*Ca + | aY dt.B—\"B. (22.38) 
t 
Cherchons leur solution sous la forme 
Vo = V. + Vac. (22.39) 
On a 
; T 
Vi= (MB ct — | atY dt.B\)C:', (22.40) 
t 
V3=— (13B—B) C:!, (22.41) 


où l’on pose À = À + Ac 
Définissons À, et À: à partir de (22.40) et (22.41) en utilisant la 
T 


condition (BV dt —0. On trouve par postmultiplication de 
0 
18—0456 


274 PROBLEME DE LA SYNTHESE DE LA COMMANDE (CH. IV 


(22.40) et (22.41) par B* et par intégration entre 0 et T: 


T T 
= | (etc:18°+ | afY dt-BC:'B*)dt-A"1(0, T), (22.4) 
Û 


U 


\=E, (22.43) 
T 
où À1(0, T)— | BC:B" dt. 
Finalement, | 
T T 
vr=+[f (erc:'B*+ [ aïy dt.BC:1B*) dt.41(0, T)-B— 
0 t 


T 
ce — j a*y dt. B| C1, (22.44) 
(4 


Vi =0. (22.45) 
Ainsi, la commande 
u = B*e + V,, (22.46) 
avec c = —A"1(0, T) x, transfère le système (21.1) de tout état 


initial x, à l’état final x = 0 dans le temps [0, T] et rend la fonc- 
tionnelle (22.33) stationnaire. 

Nous avons utilisé la non-singularité de À (0, T). Supposons 
de plus que C, est définie positive pour t € [0, TI]. 

La commande (22.46) est alors optimale, plus précisément elle 
minimise la fonctionnelle (22.33). En remettant la démonstration 
à plus tard, nous nous bornerons à dire que la commande (22.46) per- 
met également de résoudre le problème de la synthèse des commandes 
optimales. En effet, on obtient par substitution de (22.46) dans 
(21.1) 

T 
—Yix=A(t, Tje+ [ (BV, + Yi) dt. (22.47) 
t 
D'où 
T 
e=—At(t, T)[Y-x+ | (BV +) à |, 


t 


et la commande optimale s'écrit donc 
T 


u=—B°At(t. T[Y-x+ | (BVi + Y4f) dt | + Ve 
t 
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En présence d’un retard à la mesure des composantes de x, elle 
est de la forme 
u——B*(t) A(t—7+, T) [Y+ (—T)x(t—7t) + 
T 
Fe | (BV,+Y-f) at | + (t). (22.49) 
t-T 
La commande (22.48) amène le système (21.1) d’un état initial 
x, quelconque dans la position finale x = 0 si le choix de la fonc- 
tion initiale x = œ (t), t E [0, +], obéit à (22.47). Ceci étant, elle 


minimise la fonctionnelle (22.33). 
2. Soit dans (22.33) 


f, (t, x, u) = x*A4,x + u*B,x + x*B?u + 
+afx +cfu +u*C,u. (22.49) 


On a alors pour condition nécessaire d’optimalité 
T 
sn _ dfo fo > 
à B= + | “2 y dt.B— 
T 
— 2x" B? + ce? + Qu*C, + | (2x*4,+9u°B,+at)Y dt.B. (22.50) 


t 


On suppose une fois de plus que les éléments et les composantes des 
A3, As Co, C1, PB, sont des fonctions réelles, continues, définies pour 
t > 0. On recherche la solution de (22.50) sous la forme 


À — lL + À,0, Vo — V; + Vac. 
Alors x (t), solution de (21.1) sous l’effet de la commande u = 
= B*e + V,, s'écrit: x = x, + X,c, où 
T T 
xy= —Y (+) | (BV,+Y-Ndt, X,=—Y (t) | (BB* + BV;) dt. 
t t 


Dans ce cas on a 
T 


Vi=- {AB—2xfB5—e5— | (2x4,+ViB;+ at) Y di. BV C5! 
{ 


(22.51) 
vi + {A3B—2X1B;—2BC;— 
T 


= | (2X34+2(B+V3) BilY dt-B}Cz', (22.52) 


18° 


270 PROBLEME DE LA SYNTHÈÊSE DE LA COMMANDE [CH IV 


équations qui se présentent comme étant des équations intégrales 
linéaires pour déterminer V, et V.. 

Montrons que ces équations admettent une seule solution continue 
quels que soient À, et À.. En effet, (22.51) et (22.52) prennent une 


forme générale 
T 


W = (t) + | W (x\x (ft, t) dr, (22.53) 
t 


d (t)et x (t, +) étant des fonctions continues données pour £ € [0, T], 


+ E (0, TI. 
La dernière équation s'obtient de (22.51), (22.52) par une inter- 


version adéquate de l’ordre d'intégration. Posons W, = 0 et défi- 
nissons les approximations successives par la formule 


T 


Was = (e) + | Wa (x (s, 7) de (22.54) 
t 
D'où 
| ee 
I Wan Wal] mi Wa Wan dre, (22.55) 
F4 


avec 
me ee Ix(t, Th 7m—= max PP (0) Il. 
Tte(0, 7) =. 
I1 découle de (22.55) la convergence uniforme pour € [0, 7] 


de la suite W,, et l'équation intégrale (22.53) a donc une solution 
continue W (t). Il y a unicité parce qu’on aurait dans le cas contraire 


T 
1w—-WFien | IW—Wld< 


ST MIS W— WI (22.56) 


Cette inégalité a lieu pour tout k, ce qui n’est possible que sous 


la condition || W— W|| = 0: contradiction. W ({) est donc la 
solution de (22.53) et on a donc établi l'existence de solutions de 
(22.50) et (22.51). 
Le vecteur V, étant orthogonal aux lignes de B, on obtient 
et À. à partir de systèmes algébriques linéaires qui résultent des 
équations (22. 51), (22.52) prémultipliées par la matrice B* et inté- 
grées de O0 à T. 
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Si le système obtenu est possible, (21.1) passe de tout état initial 
x, dans l’état x — 0 dans le délai [0, 7] sous l'effet de la commande 


u = B*e LV, + V,c, (22.57) 


c— —A”t(0, T) xs, qui minimise la fonctionnelle (22.33) si la 
matrice C, dans (22.49) et la forme quadratique (22.49) sont défi- 
nies positives. 
On résout moyennant la commande (22.57) le problème de la 
synthèse des commandes optimales. La contrainte imposée est la 
T 


non-singularité de |8 (B* + V,) dt pour t € [0, Tl et la même pro- 


t 
priété pour t E [0, T — +] si la mesure des composantes de x est 
affectée d’un retard + constant. 
Le choix de la fonction initiale x = œ (t) doit, comme ci-des- 
sus, satisfaire à certaines conditions, plus précisément q@ = x, + 


+ X,.c, t1EÏ[0, ti. 


$ 23. Détermination des éléments du mouvement 
dans des systèmes linéaires 


Soit le système de commande linéaire 


x =P(t)x +Q(u +f(r). (23.1) 

Supposons qu’au cours de l’évolution on mesure les composantes 
du vecteur 

z= Pt) x +Q (tu +f (. (23.2) 


On demande de définir, à partir de ces mesures, les composantes de 
la fonction vectorielle 


&— P, (D x + Qu) u +f (0) + Rz. (23.3) 


Les éléments des matrices de (23.1)-(23.3) et les composantes des 
vecteurs f,, f, seront supposés des fonctions réelles, données pour 
t > 0, continues et bornées. On prendra pour dimension du; vecteur 
d'état x, du vecteur commande u, de z et de & respectivement’ n, r, L 


et k. Désignons par Ÿ la matrice fondamentale du système x — 
= P(t)x, Y = E pour t = 0. 

Admettons pour commencer que u est une fonction connue du 
temps et notons PB, la matrice 


B, = P,(t) Y (t). 


TæeoreëME 23.1. S’il existe un nombre * tel que les fonctions vecto- 
rielles qui constituent les colonnes de B,, soient linéairement indépen- 
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dantes sur l'intervalle {t — *, t}, la fonction vectorielle £ est définie 
univoquement à l'instant t par des fonctions connues et les valeurs 
observées de z sur [t — tv, t]. 


DEMONSTRATION. Soit x, un état initial quelconque du système 
(23.1). Celui-ci a alors pour solution 


{ 
x=YxotY | Y(Qu+f) de. (23.4) 
0 
Portons-la dans (23.2), il vient 
{ 
2= Bixo+ PAY | Y"1 (Qu + f) dt + Qiu +f:. (23.5) 
0 


Les' ‘hypothèses du théorème entraînent la non-singularité de 
{ 
A; (t—T7T,t) = | B?B, dt. Prémultiplions les deux membres de 


1—T 
(23.5) par B?, puis intégrons par rapport à t de { — + à t. Cela nous 
donne 


{ t 


Î Birdt= Ai (tt, t)xo+ ( B: [af v+ (Qu+f) dt + Qu+fi Jai. 
0 


t—T t—T 


(23.6) 


Eliminons le vecteur x, dans (23.4) par recours à (23.6), puis x dans 
(23.3), il vient 


E=R(t)2()+PYAr (tx, 1) | Bizdt+&(), (23.7) 


avec &, (t) une fonction connue indépendante de l’état initial de 
(23.1) et des valeurs observées de z. 

La fonction vectorielle ë est susceptible d’une autre représen- 
tation. 

Etant donnée l’indépendance linéaire sur {t — +, t] des fonctions 
vectorielles qui constituent les colonnes de B*, on trouve (cf. $ 14) 
n points — TE [t— +, t], j = 1, ..., nr, tels que la matrice 
B, (t — tj), j = 1, ..., n, possède n lignes linéairement indépen- 
dantes. 
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Substituons t — Tt; à t dans (23.5), multiplions par B? (t — t;) 
et sommons par rapport à l'indice j, il vient 


SD Bi(t—v)z(t—T;) = Hixo+ D Bt (t—7;) x 
j=1 j=i 
t-T 


x [ Pit) Y (1) | Y“ (Qu+f) dt+ 
0 


+Qf(t—vju(t—r)+f(t—rt)] (23.8) 


Ici H, désigne la matrice 
Hi= 2 BY (t—7T;) Bi(t—T;). 


H, est non singulière. On élimine donc x, dans (23.8), (23.4), 
puis x dans (23.3). On a 


E(H=R(#z(t)+P,(t)Y (+) Hr!(t) D B?(t—+)z(t—+;) + Mo. 
(23.9) 


Dans cette formule la fonction n, est indépendante de l’état ini- 
tial du système (23.1) et des valeurs observées du vecteur z. 

Les formules (23.7) et (23.9) démontrent complètement notre 
théorème. 

Abordons maintenant le problème de localisation du mouve- 
ment d’un système commandé. 

Soit le système de commande linéaire 


x=P(t)x +Q(ju +£f(t). (23.10) 


Les éléments des matrices P, Q et les composantes du vecteur f 
seront supposés définis pour t => 0, réels, continus et bornés. 
Admettons que la commande est soumise à la contrainte 


T 
\ uw dt <a, (23.11) 
0 
où u est toujours une fonction vectorielle de dimension ret x une fonc- 
tion vectorielle de dimension 7 qui définit l’état du système, et qu'il 
existe une commande 

u = u (i) (23.12) 
dont nous ne pouvons rien dire sinon qu'elle vérifie les contraintes 
(23.11) et transfère le système d’un état x, connu à l’état final x = 0 
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durant une période {[0, T7] connue. On demande la région de l’espace 
de phase Æ, qui circonscrit les trajectoires de (23.10) commandé 
par (23.12). 

La commande (23.12) peut s’écrire 


u = B*c + V, (23.13) 
avec, comme ci-dessus, B — Y -1Q et ce un vecteur constant. Les 
valeurs de c se définissent univoquement à partir des conditions 


du problème. Plus précisément, on obtient en prémultipliant (23.10) 
par Ÿ “let en intégrant de 0 à T 


T 
—x= A (0, T)e+ | Yif dt. 
0 


D'où 
T 
c=—A"(0,T) (xo+ | Y'fdt). (23.13°) 


| 0 
Ici 


ir 
A (0, T)= | BB" dt. 
U 


Nous avons utilisé la condition d’orthogonalité de V aux lignes 
de la matrice B: 


T 
| BV dt—0. 
0 
La substitution de (23.13) dans (23.11) donne 


[ vrac (vace- (xo+ (y dt)" 4" (0, T) (+ | Y“if dt). 
0 0 0 0 


(23.14) 
Prémultiplions (23.10) par Y -! et intégrons de t à T, il vient 
T T 
—Yt(i)x(t)—A(, T) e— | Y-ifdt— | BVdt. (23.15) 
t t 
Exprimons la fonction vectorielle V sur [t, T] par la forme 
V () = B* (1) © + W (1, (23.16) 


avec W satisfaisant à la condition d’orthogonalité 


T 
| B (x) W (x) d = 0. 
É 
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Ainsi, le vecteur y ({) daus (23.16) est défini de façon 1.nique 
comme suit : 


T 
y (#) = A (4, T)| 8 (t) V (x) dx. 


En portant (23.16) dans (23.14) on obtient 


VO AG, T)y()< 
T T T 


Lo (xo+ Y-tf dt)" A7 (0, 7) (xo+ | vf dt)— | Wdt. 


0 


(=) 


(23.17) 
On a, compte tenu de (23.15) et (23.17), 


n'AY(, T)n< 
T 
<a?— (xo+ YTif dt)" A”! (0, T) (xo+ | Yif dt) — 
0 0 


T 
_ | W2dt, (23.18) 
0 


où n est le premier membre de (23.15). 

La dernière inégalité définit dans l’espace de phase E, une famille 
d’ellipsoides. Si l’on y pose W = O0, on obtient un ellipsoïde englo- 
bant cette famille : 


(x—x)" (71) A1 (i, T)Y(x—x) 
<a?— (xo+ Y”if dt) A” (0,T) (xo+ [ Yfdt) . (23.19) 
0 0 


Ici 
T 


x=—Y[A(, Te+ | Yif dt]. (23.20) 


On vérifie sans peine que (23.20) est solution du système (23.10) 
commandé par (23.13) sous la condition V=— 0. Ainsi, nous avons 
établi le 


THPOREME 23.2. Si le système (23.10) soumis à la commande (23.12) 
vérifiant la condition (23.11) évolue à partir d'un état initial x, connu 
jusqu'à l'état final x — 0 durant une période [0, T] connue et si les 
fonctions vectorielles qui constituent les colonnes de la matrice B*, 
sont linéairement indépendantes sur tout intervalle {t, T], ses solutions 
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ne franchissent pas, pour tout t E [0, T] fixe, le domaine défini par 
(23.19). 


Abordons le même problème de localisation en nous appuyant 
sur des mesures. 


Soit le système (23.10) avec les contraintes (23.11) et soit 
z=R(t)x(t (23.21) 


la quantité qu’on mesure. On sait de plus que le système (23.10) 
est amené par la commande (23.12) d’un état initial x, dans l’état 
final x = 0 durant un intervalle de temps [0, 7] connu. 

On demande de trouver, moyennant les mesures de z, la région 
de E,{qui limite les trajectoires de (23.10). 

Une fois de plus, on recherche (23.12) sous la forme (23.13), où 
c est présentement un vecteur inconnu. La fonction vectorielle V 
vérifie toujours la condition d’orthogonalité 


T 
f BVät=—0. 
0 
On exprime ce par (23.15) en fonction de l’état initial inconnu: 
T 
c— —A"(0,7T) (x+ | Y“fdt), (23.22) 
0 


Portons (23.13) dans (23.10), multiplions à gauche par Y -! et inté- 
grons entre t et T': 


T T 
x=—Y{A(, T)e+ | BVat+| Yfdt]. (23.23) 
t t 
Substituons dans (23.21), il vient 


z=—RYA(I, T)e—RY | gvat— | Yfdt). (23.24) 
{ { 


»J 


t 
Remplaçons | BV dt par — [BV dt, multiplions terme à terme 


t 0 
par la matrice À° et intégrons sur l'intervalle [0, T7]. On a 


T T T t 
jRizda= ( RiRat.e+ [| RIRY | B(r) V(H &— 
0 0 0 0 


T 
—| Y-1(x) f(x) dr | dt (23.95) 
{ 
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Ici R, = RYA (t, T). Changeons l’ordre d'intégration dans le deu- 
xième terme à droite: 


T t T 
| RIRY | BG V(Héra- | Bi di, 
0 


0 


T 
B,— | R? (x) R (x) Y (x) dxB (+). 
{ 


“3 


Posons B,—=?}*B + B,, avec | B,B* dt—0. Alors 
Û 


T 
A°— Î B,B*dt.A"(0, T), 
0 
et (23.25) se récrit 
T T à T T 
| R?z dt — ( R°R, dt.c+ | A at— | RIRY | 1 (x) f(x) drdt. 
0 0 0 0 t 
(23.26) 
Cherchons V de la forme suivante: 
T 
V=By+W, | B,.W dt=0. (23.27) 
0 


Les contraintes (23.11) donnent alors 
T 
e*A(0, T)e+y"A, (0, T)y<a?— | W dt, (23.28) 
) 
où 


T 
A, (0, T)= | B,B* dt. 
0 
Le report de (23.27) dans (23.26) fournit également 


T T 
| R?z at= | R?R, dtec+ 4; (0, T) y— 
0 0 
T 


T 
_ | RIRY | Y-i(r)f(r)drdt. (23.29) 
0 


Supposons que À, (0, T) est non singulière. Quel que soit c, (23.29) 
définit alors univoquement le vecteur y. 
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Utilisons (23.29) pour éliminer y dans (23.28). On obtient une 
famille d'’ellipsoïdes pour déterminer x,. L'’ellipsoide obtenu pour 
W = 0 enveloppe cette famille. 

Notons $S, cet ellipsoïde. 


TH£éorsME 23.3. Si le processus de commande du système (23.10) 
s'accompagne de mesures faites sur (23.21), avec R (t) une matrice défi- 
nie pour t >0, réelle, continue et bornée, si Les fonctions vectorielles qui 
constituent les colonnes de BY, sont linéairement indépendantes sur 
[0, T]et Les fonctions vectorielles qui forment les colonnes de B* Le sont 
sur chaque Ît, T}, alors le système (23.10) ne passe dans l'état final 
x — 0 en un temps [0, T] donné qu'à partir des états initiaux situés 
dans le domaine S$,, les trajectoires se trouvant à tout instant t € [0, T] 
dans l'ensemble des états x, E S, et x E Z, avec È défini par (23.19). 

La démonstration découle de l’analyse précédente. 


REMARQUE. Le théorème permet de construire l’ensemble dans 
l’espace de phase de (23.10) qui contient le point commandé. On ne 
le fait néanmoins qu’en fonction des observations sur tout l'horizon 
[0, T] encore qu'il y ait des cas où on utilise des mesures antérieu- 
res à l'instant t. 

Plaçons-nous dans un de ces cas. Multiplions (23.24) terme à ter- 
me par R* et intégrons de 0 à t. On a alors, en invertissant l’ordre 
d'intégration dans le même terme de (23.25): 


{ à 
| RIRY | B (ti) V (tx) dti dr = 
0 0 
t !? | T 
= | | R? (x) Ru) Y (x) dx,B (x) V(x) dr= | B.Vdt, 
0 + û 


! 
Ba (9) = Ü Rte) R (1) Y (ui) duB (x) 


T 
pour rtE (0, tlet B, = OpourtrE (ft, T]. Exprimons B, et V comme 
ci-dessus : 
B, = 1*B +B, et V = B°Y. 
Pour B, (0, t) non singulière à partir de certains ?, on résout le 


problème de localisation. du mouvement en utilisant les mesures de 
(23.21) précédant ces t. 


$ 24] ELEMENTS DU MOUVEMENT DANS LES SYSTÈMES NON LINEAIRES 285 


$ 24. Détermination des éléments du mouvement 
dans des systèmes non linéaires 


Considérons pour commencer le système quasi linéaire 


x = Px + Qu +f LuG (tft, x, u) (24.1) 


et supposons qu’on mesure au cours de l’évolution les composantes 
du vecteur z 


z = Pix + Qu +f +uG (it, x, u). (24.2) 


On demande de définir, moyennant ces mesures, les composantes 
de la fonction vectorielle 


E = P,x + Qu +f, +uG, (ft, x, u) + Rz. (24.3) 


Admettons que G, G, et G, sont données pourt >0,xE€E,,u£E,, 
réelles, continues et continuement dérivables par rapport aux com- 
posantes de x et de u, et qu’on a (23.1)-(23.3) si l’on pose pu = 0 
dans (24.1)-(24.3) respectivement. 

Soit @, une région finie de l’espace de phase Æ, qui contient l’état 
initial x, du système (24.1). Désignons par B, la matrice B, = P,Y 
et supposons que la commande u est une fonction vectorielle conti- 
nue connue. 


TH£soreME 24.1. Si l’on trouve un nombre t>=>0 tel qu'il y ait 
indépendance linéaire dans [t — +, t] des fonctions vectorielles qui rem- 
plissent les colonnes de la matrice B,, alors il existe u, > 0 tel que, 
quel que soit | | << lo, la fonction vectorielle & soit définie univoque- 
ment à l'instant t par des fonctions connues et les valeurs observées de z 
sur l'intervalle [t — «x, t]. 


DEMONSTRATION. Soit x, E Q,. Le système (24.1) admet alors com- 
me solution, pour tous les suffisamment petits, | u | << lu, 


X = X({, Xo, L), (24.4) 
X = X, quand ft = (0. 
Portons cette solution dans (24.2), il vient 
z = Z (1, Xo, L). (24.5) 
Prémultiplions par B* et intégrons de t — tàt: 
t t 
*zdt— ( * (£)-2 (£, Xo, Li) dt. (24.6) 


1—T i-T 


Le jacobien du second membre par rapport aux composantes 
de x, est non nul pour u = 0 parce qu'il coïncide avec le détermi- 
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t 
nant de la matrice Ay(t— 7, t), où A1(t— ", t) — | BB; dt. 


Par conséquent, (24.6) définit la fonction implicite 
Xo — P (G 1, u), (24.7) 


t 
où É — | B*z dt. 


t—+ 

Eliminons x, dans (24.4) à l’aide de (24.7), puis éliminons x 
de (24.3). Il se trouve que le vecteur &ë est défini univoquement 
par les fonctions connues et les valeurs observées de z sur [t — tv, t]. 
On exprime comme au $ 23 la fonction £ moyennant les valeurs ob- 
servées discrètes de z. On remplace pour cela dans (24.5) t par { — +; 
on prémultiplie par BŸ (? — +;) et on somme par rapport à l’indice j. 
On obtient après ces opérations 


2 Bi (t—7T;) 2(—T)= 2 B?(t—+v;)z(t—v;, xo, u). (24.8) 


Le jacobien des seconds membres de (24.8) par rapport aux compo- 
santes de x, pour u = 0 est différent de zéro du moment qu'il coïn- 
cide avec le déterminant de la matrice 


Là 
D B? (t—7T;) B,(t—7;) = Hi. 
2= 


Le choix des points t — t, € [t — —+;, t] imite celui du paragraphe 
précédent. On estime donc qu'il existe u, > 0 tel que, quels que 
soient, u, | u | pu», le système (24.8) soit résoluble par rapport 
aux composantes du vecteur 


x = W(Ës t, LU), (24.9) 
avec Lo — 2 B? (t—7;). 


On élimine x, de (24.4) en recourant à (24.9), puis on élimine x 
de (24.3) et on obtient l'expression demandée du vecteur ë. 
Considérons le système d’équations non linéaires 


x = f(é, x) (24.10) 
et supposons qu’on mesure la quantité 

z = G (ti, x) (24.11) 
et qu'on désire définir les éléments du mouvement déterminés par 

8 = H (4, x). (24.12) 


Admettons que les fonctions vectorielles f, G, H sont données pour 
1>0,xE€E,, réelles et continues, f et G étant de plus continue- 
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ment dérivables par rapport aux composantes du vecteur x. Soit 
x=0,f(t,, 0) =0 


une position d'équilibre du système (24.10) et G (t, 0) = 0. Posons 
P = 0f/0x pour x = 0, P, = 6G/ôx pour x = 0 et introduisons la 
notation B = P,Y (la même que dans le Théorème 24.1), où Y est 
la matrice fondamentale du système linéaire 


x=P(t)x, Y (0) =E. 


Taeéorsue 24.2. Si l’on peut associer à T>0 un nombre t > 0 
tel qu’il existe un intervalle [t — +, t] dans lequel les fonctions vecto- 
rielles, colonnes de B, sont linéairement indépendantes pour t E [x, T|, 
alors on trouve Ô = Ô (T)>>0 tel qu'on définisse univoquement, pour 
toute trajectoire de (24.10) issue au temps t — 0 de la région || xo || << 6, 
les éléments & (0) en fonction des mesures de 7 pour tout 8 E [0, T], 
les mesures étant effectuées dans l'intervalle [t — +, t]. 


DeMoONSTRATION. Choisissons e de façon que tout mouvement 
x = x({, x) (24.13) 


du système (24.10), qui démarre de || x, || &, t — 0, soit défini 
en {2€ [0, T]. Portons (24.13) dans (24.11), multiplions terme à 
terme par B* et intégrons dans les limites [t — +, t], il vient 

u 


| B*zdt=— | B*(t)G(t, x(, xo)) dt. (24.14) 
—T 


t-T 


On vérifie aisément que le second membre s’annule pour x, =: 0. 
Le jacobien du second membre de (24.14) par rapport aux composan- 


tes de x,, Xo = 0, coïncide avec le déterminant de B*B dt, d'où 


t-t 

sa non-nullité. Il existe alors Ô = Ô (T7) suffisamment petit pour 
que le système (24.14), t E [x, T] quelconque, permette de définir 
univoquement le vecteur x,, || x, [| << Ô. Avec Ô tel que Ô €, le 
système (24.10) possède pour x, trouvé une solution unique. On 
obtient le résultat désiré en calculant £ sur cette trajectoire. 


$ 25. Détermination des commandes 
dans un problème de poursuite linéaire 


Soit deux systèmes de commande linéaires 
Xi = Pix + Qi + fs, (25.1) 


Xe = Poxe + Qoue + fe. (25.2) 
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On suppose les éléments des matrices P;,, Q, et les composantes des 
vecteurs f; définis pour t{ => O0, réels, continus et bornés. Désignons 
par 7, la dimension des f;, x, et par r; celle des u.. 

Commençons par un cas simple et admettons que le rendez-vous 
des systèmes de commande a lieu si l’on a la relation 


H;x, = A3x4 pour t =T., (25.3) 


Ici H; sont des matrices constantes ! X n, et ! X n,. Etant donnés 
l’état initial et la commande pour (25.2), on demande les conditions 
sous lesquelles le système (25.1) partant d’un état initial quelconque 
rejoint (25.2) sous l’effet de u, dûment choisi. 

Soit Ÿ’, la matrice fondamentale du système 


x = Pix, 1,2, (25.4) 
avec la condition initiale }’; = ÆE, pour t = 0. Posons B, = Y:'Q, 
T 


et A;(t, T) = [ B;,B? dt. (Considérons la famille de commandes 
t : 
u = Bfu + V,, i=1,2, (25.5) 
C, étant des vecteurs constants et V, des fonctions vectorielles véri- 
T 


fiant les conditions d’orthogonalité | BV; dt = 0. 


| 0 
Portons (25.5) dans (25.1) et (25.2)’et utilisons la formule de 
Cauchy, il vient 
t 


t 
Xy= Yixiot YA (0, the. +Y: | Yrfdt+y, | BiVidt. (25.6) 
0 0 
La substitution dans (25.3) donne 


T 
HaYa(T) 410, The Hi[ Ya (Trot Y1 (7) | Yi dt] = 
0 


T 
= HeYa (T) 43 (0, T) es Ha[ Ye (7) xeo+ Ye (7) ( YE'E dt]. (25.7) 
0 


On peut assimiler (25.7) à un système d’équations algébriques 
linéaires pour déterminer c;. 


TH£OREME 25.1. Si la matrice H,Y,(T) À, (0, T) est carrée 
et non singulière ou si ses lignes sont linéairement indépendantes, le 
problème de rendez-vous est possible pour tout choix de l'état initial 
X;0 et de la commande u.. 
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REMARQUE 1. Si les hypothèses du dernier théorème sont en dé- 
faut, il en est en général de même pour (25.3). Mais on trouve les 
commandes u,, u, et l’état initial x;, pour lesquels cette condition 
est respectée. 

Si l’on n’est pas dans les hypothèses en question, (25.3) est 
remplie si et seulement si la matrice H,Y, (T) A, (0, T) et la matrice 
allongée qui s’en obtient par adjonction de la colonne de termes 
libres indépendants de c, dans (25.7), sont de même rang. 


REMARQUE 2. Le problème de rendez-vous admet une solution 
pour tout choix de u, si et seulement si les colonnes de la matrice 


ne (T) A, (0, T) et le vecteur hr. [Y2 (T) xo + 


LY,(T) Yi f, dt | — H, [1 (7) Xo + Ya (T) | Y-1f, dt | sont 
0 


des combinaisons linéaires des colonnes de S, = HY, (T) A, (0, T). 
Autrement dit, 


Sa = She) (25.8) 

S = S,4. (25.9) 

S'il existe une commande u, qui résout le problème de rendez- 
vous quelle que soit u, et si l’on pose ce, = 0, on a en effet S,c, = S. 
Posons c; = e;, €; étant un vecteur unité dans l'espace E En» OD ob- 
tient SC = S:,, où S;, est la colonne à de la matrice S., ce qui si- 
gnifie précisément la validité de (25.8) et de (25.9). Inversement, pour 
X;0 et S: tels qu’on ait (25.9) et (25.8), les égalités (25.7) entraînent 


Si (eo CS ÀeC> Fe À) — 0, (25.10) 
d'où la forme générale du vecteur €, pour laquelle il y a possibilité 
du problème: 

C4 = oo + À + O1ÿs (25.11) 


la matrice ©, vérifiant la condition S,o, = 0. Ceci étant, on estime 
que les colonnes de o, forment une base dans le supplémentaire ortho- 
gonal du sous-espace engendré par les vecteurs-lignes de S, et que y 
est un vecteur constant arbitraire de dimension égale au rang de o.. 
Soumettons les commandes u, et u, aux contraintes 


T 
| u? dd £a. (25.12) 
Ù 
Une question se pose: dans quelles conditions imposées aux états 
initiaux x;, le rendez-vous se produit-il pour toute commande u. 
vérifiant (25.12)? autrement dit, quelles sont les conditions d'’exis- 
tence de u, avec (25.12) telle que les équations (25.7) admettent 
une solution pour tout c, choisi de façon à respecter (25.12)? 


19—0456 
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T 
Calculons jui dt sous la condition (25.11) et trouvons sa valeur 


0 
minimale par rapport à y. Dérivons l’intégrale par rapport aux 
composantes de y et égalons à zéro les dérivées partielles. On a 


0;A, (0, T) ce; = 0, (25.13) 
Y = —5;"0;A1 (0, T) (Âsce + À), (25.14) 
avec S3 = 0/4, (0, To 
La substitution de (25. 14) dans (25.11) fournit 
Cio = ÀeC> + À — 0193"0% A3 (0, T) (ÂoCs + À). (25.15) 
On vérifie sans peine que 


T T 
min | udt=cA,(0, T)c0+ | V' dt. (25.16) 
0 


Y 9 


d’où 


TH£OREME 25.2. Pour que le problème de rendez-vous avec les con- 
traintes (25.12) admette une solution avec u. quelconque et les états 
iniliautz X10, Xe, él faut et il suffit que 

4) on soit dans les conditions (25.8), (25.9), 

2) quel que soit c., la condition 


C4? (0, T)e < a (25.17) 
implique 
CioA1 (0, T) cio K ai. (25.18) 


DEMONSTRATION . Etant donné que sous (25.17) on prend e, coli- 
néaire à tout vecteur unité de l’espace Æ,,, les conditions de possi- 
bilité de (25.7) avec (25.17) coïncident avec celles qu’on a en l’absence 
de contraintes sur €. 

D'où la nécessité et la suffisance de 1). 

Supposons qu’on est dans la condition 2) et montrons l’existence 
d’une solution. 

En effet, il existe un vecteur y tel que la condition (25.12) soit 
vérifiée par u, au moins pour V, = 0 (on prend comme y un vecteur 
nul). La commande u, associée à (25.11) pour ce y satisfait à (25.12) 
et résout le problème de rendez-vous. Inversement, s’il y a existence 
d’une solution pour tout ec. vérifiant (25.17), on a nécessairement 
(25.18) parce que le premier membre de (25.18) minimise (25.16) 
avec V, = 0. Si cette valeur minimale ne remplit pas la condition 
(25.18), il n’existe pas de u, telle qu'on ait (25.11) et (25.12). 

Ainsi, la condition 2) constitue une condition nécessaire et suf- 
fisante, compatible avec 1), de résolubilité du problème sous la 
condition (25.12). 
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Considérons un jeu différentiel. Nous dirons que deux commandes 
u;, u. Constitue un couple admissible si, avec ces commandes, le 
problème de rendez-vous est possible. 

Plus haut nous avons établi la structure générale de l’ensemble 
de couples admissibles. A savoir 


u, = Bf (ste + 01Y + À) + Vi (25.19) 
u, = Bic: + V.. (25.20) 


Supposons donnée une fonctionnelle J = J (u,, u.). Un couple 
admissible (u‘, u°) constitue une position d'équilibre relativement 
à cette fonctionnelle si l’on a l'égalité 


et 


min max J (u,;, u.) = max min J (u,, u.) — J (u’, ui). 
u1 u2 u2 U! 
Les commandes u°, u° s'appellent également stratégies optimales des 
joueurs. 
Posons 


T 
J (us, w) = | fo (É, Xns Xe, Uy, We) dt, (25.21) 
0 


avec f, — F4  f®, FM étant une forme linéaire et ff” une forme 
quadratique des composantes des vecteurs x;, Xx+, Uy, u.. Supposons 
que ff? a comme termes les formes quadratiques u’H,u;, i = 1, 2. 
Les éléments des matrices }, et les coefficients des formes ff, ff? 
sont des fonctions réelles, continues, données pour t{ > (0. 

La matrice H, sera supposée définie positive et H, définie néga- 
tive. 

Admettons qu’il existe un équilibre (u°, u°) et que ce couple 
s'obtient de (25.19), (25.20) pour ee = Cegs Ÿ = Yos Vi = Vio: 
V; = V:o. On montre facilement la validité des formules 


u,— B? [Ac (Coo + E2Ca) + On (Yo + 84Y) + A]+ Vio+eiVi, (25.22) 
ue — B% (C20 + EC) + Vao + EaVo, (25.23) 


où c., y sont des vecteurs constants arbitraires; V, des fonctions 
vectorielles quelconques orthogonales aux lignes de la matrice 
B;; e1, € deux paramètres réels. Substituons (25.22) et (25.23) dans 
(25.1), (25.2), calculons leurs solutions et la fonctionnelle (25.21). 
Les conditions d'équilibre donnent alors 


0J _ ôJ 


————— — — Co — . 25. 7 
eo O0 pour £€;—E€e—0 (25.24) 


Il s’agit des conditions nécessaires pour que le couple (uf, uf) soit 
un équilibre. 


19% 
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Mettons-les sous forme développée, on a 


T 
([5 a x Tu 20 2 (Bro1v + V) | dt =0, 
0 


| ÊÉT ne + 2. fo mis êfo . Be, + = (B3t:+ V2) | dt=0, 


avec E1 = 0x,/0e, pour €, = 0; n1 — 0x,/0e, pour e, = 0; .E, — 
— 0x,/0e, pour £, = 0 


Ainsi, 
t t 
Fe | B,B*o,dt.y+Y, | BiV. dt, (25.25) 
0 0 
t 
m=Ÿ, | BiB*h dt-Ce, (25.26) 
0 
t t 
= ÿ: [ B,B* dt.&, + Ye ( IB,V, dt. (25.27) 
| 0 0 


En portant (25.25)-(25.27) dans les conditions nécessaires d’optima- 
lité et en invertissant l’ordre d'intégration on trouve 


{(%y, AU “0, dt 
0 


+[ 619 : _—_ VidtBi(t)]Vi}dt=0, (25.28) 


#1) v v+ 


T 
Ÿ (2e, (apmmars2v, | mama 
9 0 


en pris + He 6 . p)c,+ [2 810 + [2 var, ]V.} d=0. 
t 


(25.29) 
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Vu l'arbitraire laissé sur c. et y, (25.28), (25.29) fournissent les con- 
ditions nécessaires suivantes : 


T 
[ (2 Yi | BiBto,dt+ - B?o: ) dt = 0, (25.30) 
0 


t 
Oo + 
_ Y. | B.B* dt+ 


(1) 


. ! 
(Er B,B?h;: dt + 


PR . Bts + 20 0fo L|B:) dt=0. (25.31) 


Etant donnée l’orthogonalité des V, aux lignes des matrices, les mêmes 
relations entraînent de plus 


T 
ôf Oo *- 
| Fe Y'a dt Bi (#) = Bis (6), (25.32) 
{ 
T 
ôf Ofo »- : 
Es + | A } es dt B: (t) = LB (£). (25.33) 


t 


Les conditions nécessaires d’optimalité (25.32), (25.33) s’interprè- 
tent comme équations intégrales linéaires pour définir Vis, Vo. 
Ces équations admettent, nous l’avons montré, une solution unique 
du moment que À, et H, sont non singulières par hypothèse. On 
peut prendre les matrices constantes pu, et u. telles que les fonctions 
V;o soient orthogonales aux lignes des B;. Après avoir obtenu V, 
on les élimine entre (25.30), (25.31) qui constituent un système algé- 
brique linéaire pour déterminer les composantes des co et Yo- 

Ce système est donc possible si son déterminant diffère de 0. 

Soit 

T 
[19 (8, Exy, 0, my, 0) dt (25.34) 


0 


une forme quadratique définie positive, E, = Ÿ: \BBto dt, et 
Ô 


T 
Î ALP (8, ice, Mes, ice, see) di (25.35) 
0 
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une forme quadratique définie négative, 
L 


m= | BiBadt, E—Y, | BB: a, 
U 0 


Uy— Bis, Ui— BS. 


Le déterminant du système (25.30), (25.31) est alors non nuletilya 
donc existence et unicité de la solution. 

Ainsi, nous avons prouvé que les conditions nécessaires d’opti- 
malité donnent une position d'équilibre qui vérifie ces conditions 
et une seule. 

On montre la suffisance des conditions obtenues. 


THÉOREME 25.3. Si les formes quadratiques u*H,u, et —uH,.u, 
sont définies positives et si les formes quadratiques (25.34) et (25.35) 
sont respectivement définie positive et définie négative, le jeu différen- 
liel défini par la fonctionnelle (25.21) admet un équilibre sous la con- 
dition d'existence d’une solution du problème de rendez-vous. 


$ 26. Détermination des commandes 
dans un problème de poursuite non linéaire 


Soit deux systèmes de commande quasi linéaires 


X1 = Pix + Qi + bi + UGus (26.1) 


Xe = Paxe + Qous + fe + UGe. (26.2) 


Ici G; sont définies pour t >0,x, EE, ,u, € E,, réelles, con- 
tinues et continuement dérivables par rapport aux composantes 
des vecteurs x, et u,;. Les matrices P,, Q, et les vecteurs f; ont les 
mêmes propriétés que dans les systèmes (25.1), (25.2). 

Supposons que le rendez-vous a lieu sous la condition 


Hixs + UQu = Hoxs + up pour t=T, (26.3) 


H, étant des matrices constantes ! X nr; et , des fonctions vecto- 
rielles de dimension ! ayant les mêmes propriétés que G:. 

Supposons que les états initiaux x;, se situent dans les domaines 
bornés Q@,,, i — 1, 2, et que les commandes s’écrivent 


u; — B?c; — V;, (26.4) 


où °c; sont des vecteurs constants et V, des fonctions continues véri- 
fiant la condition d'orthogonalité, l’ensemble des c; et des V, étant 
borné. 
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TasoremME 26.1. Sous l'hypothèse du Théorème 25.1, il existe un 


nombre nu, >> 0 tel que, quels que soient | u | << po, on trouve une com- 
mande u, vérifiant la condition (26.3). 


DEmoxsTRATION. Pour les états initiaux x;, et les commandes 
(26.4) cherchons la solution du système (26.1), (26.2) sous la forme 


Xy = Xj (l, Xios Cir LU). (26.5) 


On note qu’on peut choisir pu, | u | << lu, suffisamment petit pour 
qu'il y ait existence des solutions (26.5), t € (0, T]. Portons (26.5) 
dans (26.3) et cherchons la solution de (26.3) sous la forme 


C1 — CH Y3 (T) A; (0, T)}* Ÿ: (26.6) 


avec y un vecteur constant à déterminer. Substituons (26.6) dans 
(26.3), auquel cas ce système possède, on le constate aisément, une 
solution unique pour le vecteur y, u = 0. Le jacobien du premier 
membre par rapport aux composantes du vecteur y pour u = 0 est 
différent de zéro parce qu’il coïncide avec le déterminant de la 
matrice 


H;Y: (T) 4: (0, T) [HY3 (T) 41 (0, T)*. 


Il en résulte qu’on trouve u, > 0 tel que (26.3) définit univoquement 


pour | u | << u, la fonction vectorielle y. Cette fonction détermine 
la commande 


u, — B? [AY (T) A1 (0, T)l*y + Vi, (26.7) 
qui résout le problème de rendez-vous, c.q.f.d. 


REMARQUE. Nous avons donné au cours de la démonstration un 
procédé de construction de l’une des u, qui permet au poursuivant 
de rejoindre le fuyard. 

On montre qu’il en existe en général toute une famille qui dépend 
de n — ! constantes arbitraires, / étant le nombre de lignes de la 
matrice 

S1 = HiŸ1 (T) A1 (0, T). 


En effet, la solution de (26.3) est cherchée sous la forme 


Q = S?Y + 016, | (26.8) 

les colonnes de 6, étant orthogonales aux lignes de S,, S,o, = (. 
On admet de plus que 6, possède 7 — ! colonnes linéairement 
indépendantes et que & est un (nr — Î)-vecteur constant. Portons 
(26.8) dans (26.3) et vérifions que (26.3) a une solution en y pour 
— 0 et que le jacobien par rapport aux composantes de ce vecteur 
pour u = 0 est non nul quel que soit ê. Par conséquent, (26.3) a une 


solution de la forme (26.8), y étant une fonction des vecteurs c., Ô 
et du paramètre pu. 
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Considérons maintenant un jeu différentiel. 

Nous dirons que deux commandes u,, u. vérifiant (26.3) forment 
un couple admissible. Ainsi, le couple admissible est défini dans notre 
cas par les formules 


u—B"(S*y+o6)+V,, u— Be, +V.. (26.9) 


Un couple admissible (u°, u°) constitue une position d'équilibre 
relativement à la fonctionnelle J (u,, u.) si l’on a 
min Rs (u;, u) — max Su (us, u.)—=J (uf, u5). (26.10) 
ui u2 
Observons que le minimax et le maximin sont pris sur l’ensemble de 
couples admissibles. 
Posons 
T 


J (ur, ue) = À (Fo+HGo) dt, (26.11) 
0 


où l’on retrouve f, du $ 25 et où G est une fonction réelle, continue, 
définie pour t>0,u,€E,,, x; € En,, fonction continuement déri- 
vable par rapport aux composantes de ces vecteurs et u un petit 
paramètre. 


TasoreME 26.2. Sous l'hypothèse du Théorème 25.3, on trouve un 
nombre 9 >> 0 tel que, quel que soit | u | << 1, él existe une position 
d'équilibre (u%, u°) relativement à la fonctionnelle (26.11). 


DEMONSTRATION. Etablissons une condition nécessaire d’existence 
de l'équilibre. On suppose que la position d'équilibre est donnée 
par (26.9) quand ce = oo, 8 — 80 Vi — Vio- Posons dans (26.4) 
Vi= Vo te Vi Vo = Vio + 8 Ve, avec V; des fonctions conti- 
nues orthogonales aux lignes de la matrice B;. 

Portons (26.4) dans le système (26.1), (26.2), cherchons la solu- 
tion et substituons-la dans (26.3), il vient que le vecteur + figurant 
dans (26.8) est fonction non seulement des c:, à, mais aussi des 


paramètres &,;. 
Calculons la fonctionnelle (26.11) pour les commandes définies 


par les formules (26.9) : 
J = J(c:, 6, E1, E2). 


Les conditions sat du D _ u°) entraînent 
ôJ ôJ 
00 =0, _ de _ = 0, ÔB2 = 0 
pour 
Co Tr Ca0» Ô — Oo: 2 | = 0, Es — 0. 
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Ces conditions nécessaires conduisent à des équations intégrales non 
linéaires pour déterminer V;, qui possèdent, pour u suffisamment 
petit, une solution continue unique, ces solutions vérifiant les 
conditions d’orthogonalité correspondantes. 

On définit à partir de ces conditions nécessaires les vecteurs c, 
et & en tant que fonctions implicites du paramètre u du moment 
que, selon le Théorème 25.3, le jacobien correspondant est non nul 
pour u = 0. 

Ainsi, les conditions nécessaires donnent, pour des valeurs suffi- 
samment faibles de u, un seul couple admissible de la forme (26.9), 
OÙ Ce = Ca (u), Ô — 8 (LU), Vio — Vio (u)- 

On montre également, sous les hypothèses du Théorème 25.3, 
que ce couple admissible est nécessairement un équilibre. 


CHAPITRE V 


MÉTHODES NUMÉRIQUES D’APPROXIMATION 
DES COMMANDES OPTIMALES 


$ 27. Recherche des solutions nominales optimales 
par des approximations successives 


Soit un objet commandé dont le mouvement est régi par un 
système d'équations différentielles 


dx/dt = f(x, u, t). (27.1) 

On impose aux variables d'état x,, . .., x, et aux variables de 
<ommande u,, ..., u, des contraintes de la forme 

au D <LO, i=1,...,k. (27.2) 


On prend comme commandes admissibles toutes les fonctions 
continues par morceaux u ({) auxquelles sont associés les mouve- 
ments x ({) qui, joints à u (t), vérifient le système (27.1) et la con- 
trainte (27.2). On demande la commande u, (t) et le mouvement as- 
socié xo (té), tE [O, TT], xo (té) = x, pour t = 0 (x, étant un point 
donné de l’espace de phase), tels qu’on ait, quel que soit t € [0, 7], 
le système (27.1) et les contraintes (27.2) et que la commande u, 
minimise la fonctionnelle 


T 
J= p(x(T))+ À fo(x, u, t) dt, (27.3) 


U 
1.e. 
J (u) > J (u). (27.4) 
DériNiTioN 27.1. Une suite de commandes admissibles u, (t), 


u. ({),... sera dite minimisante si la suite de nombres J (u,), J (u.),. .. 
est non croissante. 


La méthode des approximations successives que nous allons 
proposer, consiste à construire de proche en proche les termes des 
suites minimisantes. 


Soit u, ({) une commande admissible et x, (t) la solution asso- 
ciée. Le système 


x() =f(x(t), w (1,5 (27.5) 
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définit en général, pour tout vecteur initial x,, la solution 


x = X({, xo). (27.6) 
Formons un système avec (27.5) et l’équation 
dVidt = —fo (x, u, (t), t) (27.7) 


et procédons à la construction de l'intégrale du système (27.5)- 
(27.1): portons (27.6) dans le second membre de (27.7) et cherchons 
V, avec la condition initiale 


V, = p(x(T, xo)) pour t = T. 
On a alors 


T 
Vi Vi, x) = px (T, x) + Î fo(x (t, Xo), Wi(t), t)dt. (27.8) 


Trouvons x, à partir de (27.6): 
Xo = D(x, t), (27.9) 
puis éliminons-le de (27.8) à l’aide de (27.9), il vient 
Vi(x = Vi O(x,t))=p(x(T, O(x, t)))+ 


T 


+ | fo(x(tT, D(x,t)), u(T), t)dr. (27.10) 


L 
Ici x est assimilé à un paramètre. Montrons que la quantité 
Si Vi En Vi (z, t), 


qu'on interprète comme fonction de nr +2 variables V,, x,, ... 

+ Zn t, St l'intégrale de (27.5)-(27.7), i.e. elle conserve une 
valeur constante le long des trajectoires de ce système. Pour une 
solution de (27.5)-(27.7) de la forme 


t 
X=X(t, Xo), Vi= Vi — | fo (X (T, Xo), Ut), t) dt, (27.11) 


on a 
z2=V®_J (u). 


Donc, z est inchangé et il est nul sur toutes les courbes intégrales 
pour lesquelles 


V, = p(x(T, xo)) pour t = T7. 
Par conséquent, on a, d’une part, 
pi —Y, (0. x(0) —_— 0, 
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et, de l’autre, 
v,° = J (ui). 


La fonction V, (x, t) construite ci-dessus présente alors la pro- 
priété suivante: 
V,(xX9, 0) = J (us, x). (27.12) 


L'argument x signifie qu’avec la commande u, la fonctionnelle J 
est calculée le long de la solution (27.6). 

Si les seconds membres de (27.1) admettent des dérivées conti- 
nues par rapport à z, .-.., Zn, la fonction V, (x, t) est elle aussi 
continuement dérivable au moins dans un voisinage de x, (ft). Cette 
propriété a bien sûr lieu pour p et f, à dérivées continues, fait que 
nous établirons plus loin. Du moment que z est l’intégrale du système 
(27.25)-(27.27), on a l'identité 


ae + S fe (Rs Us D) + fo 0. (27.13) 


Si V, (x, t) est partout, cette identité est valable par- 
tout et non seulement le long des courbes intégrales du système. 


En effet, soient t € [0, T] un instant et x un point dans l’espace de 
phase. Admettons que Île système (27.5) possède comme solution 
x = X(t, x, t) avec la condition initiale x = x pour t = t. Posons 
Xo = X (0, x, ft). La solution (27.6) passe alors pour t = ft par le 
point x. Par conséquent, (27.13) a lieu quand & = t, x = x. 
Etablissons les propriétés de dérivabilité de la fonction V, (x, t). 
Supposons que les composantes du vecteur f et les fonctions p, fo 
ont partout des dérivées continues d'ordre qg par rapport aux varia- 
bles z;, . .., x,, les dérivées étant continuesen u et t. Soient u, (t) 
une commande admissible et x, (t) le mouvement associé. On pose 


Xo — ZX] (0) ce C; 


avec ce un n#-vecteur de composantes réelles. Pour c;, . .., c, suf- 
fisamment petites, la solution (27.6) est définie pour t E [0, 7] et 
admet des dérivées continues d'ordre q inclus par rapport à ces com- 
pote Le jacobien des fonctions (27.6) par rapport à c, ... 
…. ns = Ce =... —=Cn = 0, vaut l’unité pour t = 0, si bien 
qu ’il existe © (x, : t) qui est q fois continuement dérivable par rap- 
port à 1, ..., z, dans un voisinage suffisamment restreint de la 
solution x, (t). La forme de V, (x, t) définie par (27.10) entraîne alors 
sa dérivabilité jusqu’à l’ordre q inclusivement par rapport à x, ... 
+ 
Passons maintenant à la formation des approximations successi- 
ves. Cherchons u, (x, ft), commande optimale relativement à l’amor- 
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tissement de 


t 
Pa (Rs t) + | fo dt, 
0 


qui rend la fonction 


(À - V 
Wu = it) Et f(x u #+folu, x, #) (27.14) 
=! 
le plus petite possible sous les contraintes (27.2). Posons u — 


— u, (x, t) dans (27.1) et supposons que le système obtenu a pour 
solution 


x — X2({), X: (0) = x (27.15) 
définie pour 4€ [0, T] et que 
u, (t) = u, (x: (t), t). (27.16) 


La commande (27.16) et le mouvement associé x; (t) seront sup- 
posés admissibles. Construisons V; (x, {) moyennant la commande 


u (t) tout comme on l’a fait pour V, (x, t) et u, (t). Cherchons 
u, (x, t) qui minimise la fonction 


Wa(x, u,t)=$2+ 24 Te fau, x, t)+fo(x, u, t). (27.17) 


Portons u, dans (27.1), formons sa solution : 


xs(t), tEL0, TI, xs (0) = x, (27.18) 
et posons 


us (t) — u; (xa (t), t). 


En continuant toujours, on aboutit à deux suites: celle de com- 
mandes u, (£), u. (t), . . . et celle de solutions correspondantes 


X1 (2), Xe (1), - 
On obtient de plus la suite de fonctions 
V, (x, à), Va (x, t), .. 


Entre ces suites il y a la relation : x, (t) est solution de (27.1) pour 
u = u,(x, t), la commande u, (x, t) minimisant la fonction 


Win — I DELA DE _u fs (x, U, t) + fo (x, u, 1) 


sous la contrainte : u, (t) = u, (x; (t), L). 
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THsoreMe 27.1. Si la construction ci-dessus est possible pour tout 
l = 1, 2, ..., alors la suite de commandes u, (t), u, (ft), ... qui 
en résulte est minimisante. 

DEMONSTRATION. La fonction W, (x, u, t) devient identiquement 
nulle pour u = u, (t) si bien qu’on a W, < 0 pour u = u,,1 (x, t). 


Donc 
Wi (in (), wi (0), D < 0. 
Intégrons par rapport à t € [0, 7], il vient 


“à 
| WP (Ritss Uisas ©) dt = Vi (its (D), D) — Vi (xos 0) + 
0 


T 


+ fo (Kits Uixs, À) dt = p (xi+1 (T)) + 
0 
T 


+ f (Kirs Ur+1: t) dt—V; (X1 0)< 0. (27.19) 
0 
On a, à partir de cette relation, 


Vi (x 0) > J (uy41, X1+1)- 
V, (x, 0) = J (u, X,). 


La suite numérique 
J (u,, x), l— 4, 2, 7 


est donc non croissante, et la suite u,, u,, . . . jouit de la propriété 
demandée. 
Arrêtons-nous sur le cas de (27.1) non linéaire : 


x = Ax + Bu +f (1), (27.20) 


et de p, f, des polynômes de degré s en z,;, . .., z,, sous la condi- 
tion que les coefficients de f, sont des fonctions continues des varia- 
bles u,, ..., u,, 1. 

Les contraintes (27.2) seront de la forme 


lu 1, i=1,...,7r. (27.21) 


Si u, (t) est une fonction continue par morceaux qui vérifie (27.21), 
le système (27.20) a pour u = u, (t) la solution (27.6), fonction li- 
néaire en Xo- 

Déterminons V,(x, t) correspondant à la commande u, (t). 
C'est un polynôme de degré s en z,, . .., z, à coefficients continus 


en t. En effet, la fonction V, (t, x,) est un polynôme de degré s par 


Or, 
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rapport à xt), ..., 20), et le vecteur x, une fonction linéaire en x 
vu la linéarité en x de © ({, x). Il en découle que 

Vif D = Vi(t D (x, t)) 


est un polynôme de degré s. Posons 
Vifx, = > 7, (27.22) 
m=0 


V{") étant des formes homogènes de degré m en 2, ..., x, à coeffi- 
cients continus en £{ à déterminer par les conditions 

V, =p(x) pourit=7T 
et 


Pit D Et (4x + Bus +1 ())+ fo (mu (8), 1) = 0. (27.23) 
s= 1 


Portons (27.22) dans (27.23) et égalons les formes de même 
degré en z,, . . ., Zn, il vient le système linéaire 


La 9y(m) 
+> CE ça, + PT (Bu +1 ” + jp = 
58 m—0,...,s—1, (27.24) 
Lu _ or) 
+2 =. (Ax)1 + 9 = 0. (27.25) 


Soient p (x) Are p‘® et f{") des formes homogènes de 


degré m en z,, ..., x,. Les conditions initiales sont données par 
l'égalité 
Vo = po t=T 
1 —p pour t—1. 


Les équations linéaires (27.24), (27.25) permettent de déterminer les 
coefficients des formes V("). Elles possèdent donc une solution uni- 
que donnée pour t{ € [0, TJ]. Cela définit complètement la fonction 
V, (x, t). Si ff” ne dépend pas des commandes, il en est également 
de la forme Vf”, et toutes les approximations satisfont à l'égalité 


y) vo. 


Nous noterons (+) les équations linéaires pour déterminer les 
coefficients des V(m"), et u, (t) y figurant sera supposé une commande. 
Choisissons u, (x, t) de façon qu’elle rende la fonctionnelle 
W, (x, u, t) le plus petite possible et vérifie (27.21). Portons la 
commande u, (x, t) dans le système (27.20) et admettons que le 
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système non linéaire ainsi obtenu a pour solution 
Xo (t), tEI0, 7]. 
Posons 
ue (4) = us (x (à), à). (27.26) 
Moyennant la commande u. (t) et le système linéaire (+), on 


forme la fonction V, (x, t). On construit de proche en proche une 
suite minimisante de commandes. Si la fonction f, est indépendante 


des commandes, u,, (x, f) s'explicite dans ce cas par les formules 


=  6V 
Gus, D)= sm (5e). (27.27) 
s=1 
Posons 


6=0(x)= Ÿ EL j=1, ...n (27.28) 
s=1 


Prenons le cas où f, a la propriété indiquée. 

Sous l’hypothèse de l'existence des suites u, (£) et x, (t), les fonc- 
tions x, et les coefficients des polynômes V, sont uniformément bor- 
nés et équicontinus pour t{ € [0, T7] vu la borne uniforme de l’en- 
semble des fonctions u, (t), ! = 14, 2, ... Par conséquent, on forme 
avec des sous-suites qui convergent uniformément pour t € [0, TI]. 
Soit x, (t), V, (t), I = 1, 2, ..., ces suites partielles. On a alors 


x, — Xo (t) pour [+ +oo, V, — V, (x, t) pour 2—+ +oo 
uniformément quand # € [0, T]. Désignons par u% les fonctions 
u® = —sgn 0y (xo (t)), (27.29) 


avec sgn &« = 0 pour « = 0. 
Soit Es l’ensemble des points t € [0, 7] tels que 


lo (mU)DIZ8, j=1,.. sr. 


On indique alors un nombre !4 ayant la propriété: u, (t) = 
= up (it), tE Es, quel que soit 7 > , autrement dit, la suite de 
commandes u,, L > ls, reste constante sur l’ensemble Es, 6 > 0 
quelconque, et vaut u, (f). En effet, la convergence uniforme de 
x, (t) vers x, (t) entraîne 


Oÿ (x) — 0; (x), j = 1, ..., r, uniformément. 
On trouve donc pour tout ô un nombre } > 0 tel que 
Oj (xX1) — 05 (Xo) <+5ô pour >. 
On a alors pour t € E;: 
sgn 63 (x) = sgn 0) (x0). 
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Donc 
u; (£) — LU (£), l € Es, l> ls. 


Si l’ensemble F des zéros des fonctions 6; (xs (t)), j = 1, ...,r, 
est de mesure nulle, il se trouve que u, (t) — u, (t) en mesure, i.e., 
étant donnés & > 0 et 6, > 0, il existe Z, tel que l’ensemble de tous 
les t pour lesquels 


lu(D—wOize 


est au plus de mesure 6, quand L > L,. En effet, l’ensemble F est 
contenu dans le complémentaire de ÆE4 par rapport à [0, 7] quel 
que soit Ô > 0. 


Soit E; ce complémentaire. Vu que mes F = 0, mes É, est aussi 
petit qu’on le veut si ô l’est suffisamment. Pour t € E4 on a l'égalité 


uw (t)—u (4 =0 pour [> lo (6). 
L’inégalité 
us (€) — uw > € 


n’a donc lieu que dans £Æ,4 de mesure inférieure à un nombre donné à 
l’avance grâce à un choix convenable de ô. Cela prouve complète- 
ment la convergence en mesure de u, (t) vers u, (1). 

Il est à noter le cas mes F = 0. On le rencontre par exemple si 
les éléments des matrices À, B, les composantes f (ft) et les coeffi- 
cients de la fonction sont des fonctions analytiques pour t € [0, 7] 
et si f, est linéaire en x,, . .., z,. Il y a en outre finitude de F. Dé- 
signons par À,, les fonctions 


OV /0x,, S — 1, .. .) D. 


Elles vérifient suivant les courbes x, (t) le système d'équations 


à Ç o . 
ha — D Gjshjs— Le ; s = À, ss 7 (27.30) 


J=1 
Les fonctions À, Satisfont donc au système 
n 
d () 
Fo — Daho, s=1,...,n. (27.31) 
j=1 
Il en résulte leur analyticité pour £{ € [0, Tlet, partant, la même 
propriété des fonctions 


©; (Xo) — À ÀsoPsj 


Il est connu que des fonctions analytiques non identiquement 
nulles possèdent sur un intervalle fini au plus un nombre fini de 
zéros. Ainsi, l’ensemble F est en général fini. 


20—0456 
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Passons à l’étude de la commande u, (t). Introduisons la fonc- 
tion 
Vo, À # 
Wu, 1 =52+ 5 2 (4x + Bu+f (#)), + fo. 


ot 0Zs 
s=1 


Le vecteur u,(t) rend W, (x, (t), u, t) minimale pour tout 
tE [0, T] fixe, cette valeur minimale étant 0. Autrement dit, on 
a la relation 


inf Wo (Xo: U, t) = Wo (Xo Uo, t) — 0, LC [O, T]. (27.32) 


Montrons qu’il en est bien ainsi. Si u,; 0, il en est de même 
de zu, (t) (au moins à partir de / > L;). Prenons u, (t) tel que 


inf W (x, U, t) — W (x, U; L). 


* 


Il reste à prouver l'identité 
W (x; Up; t) == 0. 

Pour Z— oo, la limite de W, (x, us, t) vaut W, (xo, w, t) 
avec tout t pour lequel u,, = 0 au moins pour une valeur j — 
= 4,...,r. Par ailleurs, 

Wi (xn us 1 = 0, 
donc 

Wo (xos üo, t) = 0, 
ce qui démontre (27.32). 

Montrons que la commande u, minimise la fonctionnelle J parmi 
toutes les commandes suffisamment voisines de u, sur l’ensemble £4. 
Les composantes du vecteur u, sont des fonctions sommables sur 
[0, T7] car elles sont bornées et mesurables. La mesurabilité de 
sgn 6j (xo) découle de la continuité de 6; (xs). 

Soit u (t) une fonction sommable quelconque qui coïncide avec 
u,, Sauf peut-être sur Æ;,. Soit en outre 


läy|&1 et [Ju —-u|<e 
pour {€ Es. On montre qu'avec € > 0 suffisamment petit, on a 
J (us, xo) SJ (u, x). 
Introduisons la fonction 
a(t)=W,(x, u(t), t). (27.33) 
On a le résultat voulu si, pour & >> 0 suffisamment faible, 


T 
| a(t)dt> 0. 
0 
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On raisonne comme suit. Intégrons (27.33), il vient 
T T = T 
— — V : — 
(mu na-| TELE (LE, D = 
0 v 0 
T 


= p(R(T)— Vox, 0)+ À f@, 4) dt=J (u, x) — J (us, xo). 
0 
Si 


T 
a (t) dt>0, 


on a donc 
J (u, x) >J (uo, Xo)- 


Evaluons | œ(t) dt. Il est clair que 


et" 


PE 8, = WG ü 9 + À 0 @ @—u)= 


r 
= À O3 (x) (uj—uf”). 


Cette relation a lieu parce que W, (x, uo, t) = O0 pour tout 
xett€[0, T]. On a ensuite 


W, (x, u, = 2 0j (xo) (u;—u{) + 


+ 2 (1 — 0: (xo)) su). (27.84) 


Le premier terme s’évalue comme suit: 


T r r 
S oj(xo)(u;—uf”) dt>6 | > [u;—ul| dt. 
0 j=1 7 J=1 


En effet, on a, quel que soit j, 
0j (Xo) (4 —u”)>0, 
1.0. 
sgn 6j (Xo) = Sgn 0; (xo) (u; — us”), 
d’où 
07 (Xo) (4j —u$") =|0;(xo)|[u; —uf]. 
20* 
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On vérifie sans peine que 
| 05 (x) — 07 (xo) | ae pour £4€ 10, TI. 
Choisissant e£ << ô/a, on a pour ces € 


J (u, x) Z J (uo, Xo); 
c.q.f.d. 

On obtient un résultat analogue en raisonnant sur une matrice B 
formée de fonctions linéaires en x,, . .., z,. En effet, les quantités 
b,; dépendent alors linéairement des z,, . .., z,, mais les fonctions 
V, sont toujours des polynômes et on a tous les résultats précédents, 
sauf les propriétés des formes de plus haut degré qui font partie 
des V,. Dans ce cas, ces formes sont également fonction des com- 
mandes mêmes si les formes de plus haut degré dans f, n'ont pas 
cette propriété. 

Les développements ci-dessus restent en vigueur pour les systèmes 
non linéaires dont les seconds membres sont des fonctions linéaires 
des commandes. Si les seconds membres sont des fonctions analyti- 
ques par rapport à z,, ..., Zn, il en est également des fonctions V; 
et ces dernières s’obtiennent par résolution d’un nombre dénombrable 
d'équations différentielles linéaires d’ordre croissant. Cette circons- 
tance entrave singulièrement la mise en œuvre du procédé proposé 
dans le cas non linéaire. 

Voyons un autre problème. Soit le système 


x = f(u, x, f), (27.35) 
avec f = 0 pour x = 0, et le système de contraintes 
na ub<O, j—=1,...,k. (27.36) 


Etant donnée une condition initiale x, donnée, on demande une 
commande u, (t) et le mouvement associé x, ({) tels qu'on vérifie 
les contraintes (27.36), que xs, u, satisfassent au système (27.35), 
que la solution triviale de (27.35) soit asymptotiquement stable pour 
u = u, (t) et que, parmi toutes ces commandes, ce soit u, (t) joint 
au mouvement associé x, ({) qui minimise la fonctionnelle 

oo 
JP [ f(x, u, t)dt. (27.37) 
0 

Le mode de construction de la suite minimisante reste en gros 
le même. Si l’on dispose déjà de u, (t) et de x, ({) correspondant, on 
détermine V, (x, t) qui vérifie sur les courbes intégrales de (27.34) 
pour u = u,({) l’équation 


Vi (x, t) = | fodt. 


t 
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La fonction u:: (x, t) est choisie à partir de la condition: pour 
u = Uy# (x, t) 


la fonction W (x, u, t) est le plus petite possible avec les contrain- 
tes (27.36). On considère ensuite le système (27.35) sous l’effet de 
la commande u = uy;, (x, t) et on construit la solution x = x, (t) 
qui passe par le point x = x, pour t = (0. 

On pose 


Usa (£) = Uy+s (Xi4s (Ë), t). 


La commande u,,, (t) et le mouvement associé xy4, (ft), quand 
ils sont admissibles, constituent une approximation suivante. Si la 
procédure est possible pour tout /!, la suite u,, . .., uy, . .. est 
minimisante. Le point le plus délicat de cet algorithme est la cons- 
truction de la fonction V’, si bien que son existence même constitue 
un problème à part. 

Montrons que V, (x, £) existe dans une vaste classe de cas. Subs- 
tituons u, (t) à u dans (27.35) et effectuons le changement de fonc- 
tions inconnues par les formules 


y = x — x ((). 
Il vient pour y 
dy/dt = À (t) y +g (y, t). (27.38) 


Supposons par exemple que les composantes de g sont deux fois 
continuement dérivables et bornées en £. Si l’approximation linéaire 
du système (27.38) forme un système régulier de nombres caracté- 
ristiques positifs, il existe alors une famille de solutions 

Y— y (ë, C1 Re Cn) 
de (27.38), qui dépend de nr constantes arbitraires et vérifie les 
inégalités 
NIyl<ale 2 
pour { > 0, avec a >> 0, b >> 0 des constantes, e = (c,, . .., c,) et 
DylDecx0 pou qu =...—c, = 0. 
On trouve donc une fonction q (y, t) telle que 


ce = (y, à). 
Sous les hypothèses admises sur f,, l'intégrale 
+00 
À fol ()+y (6 €), ui(t), ?) di 


t 
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existe et est égale à la fonction V, (t, c). On obtient par élimination 
des constantes arbitraires 


Va Gi) + y, D = Vi(t, q (y, b)). 


La fonction V, (x, t) est donc définie au moins dans un voisinage 
de la courbe x, (f). 

Arrêtons-nous sur le cas où le système (27.35) est linéaire et 
ses coefficients sont des fonctions linéaires des commandes 


r 
dx 
= (A(4)+ 7 4,0) uj) x; (27.39) 
j=1 
avec À et À,, j = 1, ..., r, des matrices de dimension » dont les 
éléments sont des fonctions réelles, continues et bornées pour t > 0. 
Supposons les commandes telles que | u; | < 1 pourt >0,j=1,... 
-., r, et posons 
fo= À fo, 
m=2 
f5"” étant des formes homogènes de degré m en z,, ..., x, à coeffi- 
cients réels, continus, bornés en t, u,, ..., u,. Admettons que 
fÿ est une forme quadratique définie positive de sorte que 


Jo >clxlf, 


avec c une constante positive. Admettons en outre que la série don- 
nant f, Converge dans un voisinage du point (z4”, ..., 2%?) unifor- 
mément par rapportä{ >Oetà(u,, ..., u,), | u; | < 1. On deman- 
de une commande telle que 1) la solution triviale du système (27.39) 
soit à stabilité asymptotique et uniforme ; 2) on ait l'inégalité 
x CE, xo, to) <allxoile" "to, 12 ; (27.40) 

3) la fonctionnelle 

oo 

F= | fo dt 

0 
prenne sous son effet sa plus petite valeur par rapport aux valeurs 
obtenues avec toutes les autres commandes admissibles. Ici 
x (t, xo, to) est solution du système (27.39), x (és, Xo, to) = Xo; 
a> 0, b > 0 sont des constantes. 

Soit u, (t) une commande admissible. Alors la fonction 
+00 
Vis, = | fodt 


t 
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existe, est uniforme, analytique et s’écrit sous forme de série con- 
vergente 


V: (x, t) 2 y (x, t), 


avec V” (x, t) une forme homogène de degré m en zy, - .., Zn à 
coefficients continus, bornés, donnés pour t > 0, Vf* étant une 
forme quadratique définie positive. Les approximations successives 


se définissent comme plus haut. Alors u. (x,, t) minimise 


W;= 24 + A Te Ts + fo 


Il est clair que 


u® — sm (> à (A)), i=1,...,r. (27.41) 


Remplaçons u,, ..., u, dans (27.39) par cette égalité, il vient 
un système non linéaire. Supposons qu'il admet une solution x, (4), 
Xe (0) = x, et portons-la dans (27.41). La commande uf (t), 
j = 1,...,r, ainsi obtenue sera supposée admissible. Si la pro- 
cédure s ’avère possible quel que soit !, on aboutit à une suite mini- 
misante uw, ..., Uy, . .. qui permet de rechercher la commande 
optimale. 

Voyons ce que devient la méthode des approximations successives 
lorsqu'on demande la solution nominale optimale au cas où la 
trajectoire a son extrémité droite sur une surface. Soit le système 
(27.1) avec les contraintes (27.2) et la fonctionnelle 


T 
J=P(x(T), T)+ | fo(x, u, # de, 
0 


où (x(7), T)ES, S étant une surface dans l'espace des 
(Z,, - +, Zn, T). Avec cette façon de poser le problème, T peut 
être fixe ou non. On désire trouver une commande u, (t) et le mou- 
vement associé 


Xo (0) = xx, (xo (T7), TES, 


tels que u, et x, vérifient les contraintes (27.2) et que ce soient eux 
qui, parmi toutes ces commandes et tous ces mouvements, minimi- 
sent la fonctionnelle J. 

Introduisons une coordonnée supplémentaire x,+, = t. La dimen- 
sion de (27.1) devient n + 1 et ce système prend la forme 


dx/dt = f(x, u). 
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Ici x est un (n + 1)-vecteur, f,:, = 1 et la (nr + 1)-ième coor- 
donnée du vecteur x, vaut O pour { = 0. Le problème proposé est 


résolu comme suit. 
Donnons-nous un nombre 7, >> 0 et désignons par y le point de 


la surface S où 
(x — y)° = p° (x, S), 
avec p (x, S) la distance du point x à la surface S. Réalisons le 
minimum de 
Ji = (x (un) — y*. 
Cette fonctionnelle correspond au cas f, = 0 et 
= (x (G) — y}. 
En effet, le vecteur y peut s’interpréter comme une fonction con- 
tinue du vecteur x. Donc 


(x (mn) — 77) = p° (x (ni). 
En minimisant J, par le procédé décrit au début du paragraphe, 


on aboutit à une commande optimale qui donne le point x. = xy (%), 
x, étant le mouvement associé. Choisissons €, >> 0 de façon à avoir 


0<e, < fees 11 . 


La minimisation sera poursuivie tant que x, (t,) vérifie la condi- 
tion || xe — xy (T1) || L €. On obtient en fin de compte Île point 
X2 = Xy (t1) et || xe — x: || L €e,. Prenons x, pour point de départ, 
à savoir donnons-nous 7, et minimisons la fonctionnelle 

Ji = (x(Te +) — y), 
où x est solution du système original avec la condition initiale 
x (0) = x4. 

Voyons un mode de construction de la suite numérique Di Tor 
...5; T, étant le temps que met le point issu de x, à atteindre la sur- 
face S suivant le plus court chemin à une vitesse maximale compa- 
tible avec le système différentiel initial ; t, étant la durée du parcours 
correspondant de x, jusqu'à $ à une vitesse maximale compatible 
avec le système d'équations différentielles. 

Soit par exemple le système linéaire 


x = Ax + Bu + f (1). (27.42) 


Etant donné un point x,, on demande la commande qui le recale 
à l’origine des coordonnées de façon que la fonctionnelle 
T 
J=P(T)+ | folx, u, t)dt 


0 
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soit minimale. On omet l’argument x (7) de la fonction P parce 
que x (7) = 0. 
Soit 
V® = sup (Ax+Bu+f})? 
lx 111 {xl 
lu ji 

et soit t, la valeur de t pour laquelle on a pour la première fois 

t 

| Vi) dr =lIxi ll; 

0 


T, est le temps de recalage suivant une droite à une vitesse maximale 
compatible avec le système initial. Dans notre cas, 


— y? 
Ji = x (u)- 
En formant la suite minimisante pour J, on a en première appro- 
ximation: Xe = X (T). 
Choisissons un & et minimisons J pour T = 7, de façon à avoir 
Il x (T1) — xe << €. 


En première approximation on obtient le point x, et on définit 
pour lui la quantité t, comme une valeur de t£ telle qu’on ait pour 


la première fois 
Ti 


Ü Vi(x) dr =llxe Il 
Ps 


Le processus reprend pour T = 7%, + %.. 

On définit T,, Te, . . . d’autres manières. On utilise par exemple 
la minoration de la norme du vecteur x. En effet, une prémultiplica- 
tion des deux membres de (27.42) par x* donne 


Lx X° (4° + 4) x + 2x° Bu + 2x°f. 


Posons || x || = z. On a alors 
àz— |] BIS ELA + BI, 
avec À, et À, les valeurs propres extrêmes de la forme quadratique 
FX (4° + 4) x. 


Soit 
I B I + f I = b = const. 


Intégrons la dernière inégalité, il vient 


b b 
Ait - a me, 
lat (ls) + 
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Le second membre s’annule pour 


T Cut = 

14 b—hllxull 
Quelle que soit la commande u appliquée, le point qui part de 
x, atteint sa position d'équilibre au bout de +, au moins. La dernière 
formule entraîne en outre que, pour À, << 0, les courbes intégrales 
aboutissent, en général pour tout x,, à l’origine des coordonnées. Si 
À > 0, les courbes intégrales issues du domaine {| x, || >> b/À, n’ont 

cette propriété pour aucune commande. 


REMARQUE. Dans la méthode développée ci-dessus, la commande 
u, (x, t) est en général discontinue si bien que le système (27.1) 
auquel elle s’applique peut ne pas avoir de solution x, (t), x; (0) — 
— X,, définie pour tout t € [0, T], vu l'impossibilité de prolonger 
la solution à travers la surface de discontinuité. On remplace en 
l'occurrence u, (x, t) par une fonction multivoque. Etablissons sa 
forme pour un système linéaire. Posons f; (0) = —1 pour ©& > —l; 
et f; (6) = HA pour 0 < L,, j = 1, ..., r, L;j > 0. Posons en outre 
u; (x, t) = f;(o; (x)), les fonctions o; (x) étant introduites plus 
haut. Les nombres L,, . .., L. sont alors choisis suffisamment petits 
pour que la suite obtenue soit minimisante. On voit donc qu'’ainsi 
modifiée la méthode des approximations successives joue toujours. 


$ 28. La synthèse des commandes optimales 
par des approximations successives 


Soit le système 


x — f(x, u, t), (28.1) 
les variables d’état x,, ..., x, et les variables de commande 
U,, - -., u, étant soumises à des contraintes du type 

gx u D<LO0, j—=1,...,k. (28.2) 
Soit la fonctionnelle . 
P(x(T))+ | f(x, u, t)dt, (28.3) 


0 


avec T7 >> 0 un instant fixe. Prenons la commande u (x, t), por- 
tons-la dans (28.1) et formons la solution du système obtenu : 


x —=Xx(t, x); x(0, x) = x, (28.4) 
où x, est un point dans l’espace de phase. Calculons la fonctionnelle 


(28.3) pour la commande u = u (x, {). On obtient une quantité 
J (u, x,). Une commande u, (x, f) est dite optimale si elle rend 
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J (u, x.) le plus petite possible en tout point x, et vérifie en outre 
les contraintes (28.2). 

Cherchons u, (x, {) par des approximations successives. Soit 
u, (x, {) une commande admissible. Substituons-la dans le système 
(28.1) et trouvons la solution des équations obtenues: x = x (é, x). 
Considérons l’équation 


dVldt = —f) (x, u (x, t), t), (28.5) 


avec V, la fonction inconnue. 
La quantité x dans le second membre est solution x (£, x,) du 
système mentionné. Résolvons (28.5) avec la condition initiale 


V, = P(x(T, x)) pour t=T. (28.6) 


On a comme résultat la fonction V, (é&, x). Utilisons la solution 
du système pour en éliminer x,, il vient V, (x, t). La quantité 


Z = V,— V, x, t) 
est l'intégrale du système 


dx/dt = Ê(x, u, (x, t),t), 
(28.7) 
dV'/dt = —f, (x, u, (x, t), 6). 


Cette intégrale est nulle sur toute courbe de la forme x = x (4, x), 


V, = V,(t, x). Construisons une commande u, (x, é) moyennant 
V, de façon qu’elle satisfasse à la contrainte (28.2) et minimise la 
fonction 


W, (x, u, = DE _ f.(x,u,t)+fo(x, u, t). 


Il va sans dire que la plus petite valeur de W, (x, u, (x, t), t) n’est 
pas positive parce que W, (x, u, (x, t), t) est identiquement nulle. 
On traite u. (x, {) comme u, (x, ft) et on forme de proche en 
proche les suites u,, u:, ..., V, (x, #), V, (x, t), . .. 
Si cette construction est possible, la suite u,, u., . . . est mini- 
misante pour tout x;: 


| J'(u, x) = Ve (x 0), 
si bien que 
Vi (x 0) Z Va (x; 0) > 


La méthode que nous venons de décrire ne paraît pas différer 
beaucoup de la variante donnée au $ 27. On note cependant une 
formation plus compliquée des fonctions V,, V,, ..., dont la 
cause est l'intégration du système (28.1) avec les commandes dé- 
pendant des variables d'état. Rappelons que nous avons énoncé dans 
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le chapitre IV les théorèmes de convergence pour cette méthode des 
approximations successives et J d’une forme spéciale. Dans le cas 
général, cette méthode reste une technique de minimisation de la 
fonctionnelle et elle ne converge en général vers la commande opti- 
male que si les seconds membres de (28.1), les fonctions g; de (28.2) 
et P et f, de (28.3) réalisent certaines contraintes. La construction 
des approximations successives pour des systèmes à horizon non 
borné s’avère encore plus difficile. En effet, soit la fonctionnelle 


= | fox, u, t)dt. (28.8) 
0 


Les commandes u (x, t) seront supposées admissibles si le système 
commandé (28.1) admet la solution triviale asymptotiquement stable 
et si l’on remplit les conditions (28.2). Soit u, (x, t) une commande 
admissible. Construisons une famille de solutions x = x (?, x,) et 
la fonction 


V,(t, x1) = | fo (X (t, X1), u (T, X4), tt) dr. (28.9) : 
! 


Utilisons la famille de solutions et éliminons x, dans (28.9), il 
vient V, (x, t). La détermination de cette famille et, partant, de la 
dernière fonction recèle pas mal de difficultés. 

Moyennant V, (x, t) on forme une commande u, (x, t) qui rend 
la fonction 


W (Ru, Det D PL u, +7 (su, 1) 


s=1 


le plus petite possible sous les contraintes (28.2), le minimum étant 
cherché parmi les valeurs obtenues avec les commandes qui assurent 
à (28.1) la solution triviale à stabilité asymptotique. Une fois 
u, (x, i) obtenue, on forme V, (x, ft), et ainsi de suite. Si cette cons- 
truction est possible, on aboutit à une suite minimisante u, (x, à), 
u: (x, t), . .. telle que 


Va (au 0) > Vo (xx, 0)2>..., (28.10) 


où Va (xs, 0) = J (us, x). 

La suite minimisante u,, u,, . . . l’est donc pour tout x,. Le lec- 
teur se souvient d'avoir rencontré cette méthode des approximations 
successives dans le chapitre précédent, où on en a indiqué la con- 
vergence dans plusieurs cas. 
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Soit un système de régulation d’un objet donné, qui est gouverné 
par les équations différentielles 


dr, di 
TE == fa (Zi se, Znst) + D Wbui (ri, ...,Zn,t),s=1,...,n. (28.11) 


i=1 


Les commandes u,, ..., u, sont supposées vérifiant certaines 
contraintes, à savoir 


[LISA Est ss Tr (28.12) 


On s'’intéressera aux solutions données sur l'intervalle [0, 7] 
et on assimilera donc les commandes à des fonctions continues par 
morceaux définies sur [0, 7]. 

Supposons que le critère de qualité de la commande est la fonc- 
tionnelle J 


T 


1=\ (fo (ss. ns + D wc (ass... œnst)) dt (28.13) 
1=! 


0 
et qu’on se donne l’état initial du système 


X = X, pour t = (. 


On demande de trouver, parmi les commandes indiquées, celle 
qui minimise J. On désignera cette commande par uf”, ..., uf 
et on dira qu’elle est optimale. La résolution du problème exige qu’on 
introduise la fonction V (x,, ..., z,, t), solution de l’équation aux 
dérivées partielles 


em (28.14) 
s=1 


avec les conditions aux limites 
V =0 pou {t =T. (28.15) 


On établit facilement l'existence de V. Prenons, en effet, le 
premier membre de (28.14) pour dérivée totale de V écrite à partir 
du système 


dridt= 4, .: 2 Ds St; :.. 7. (28.16) 
L’équation (28.14) se récrit alors 
dvd =; (2, 2:32; D: (28.16) 
Trouvons la solution de (28.16) avec les conditions initiales 


z = 9 LE, pour t=0,s—1,...,n, 
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et désignons-la par 
2; EE, 53 EL). (28.17) 


Portons dans (28.16”) et intégrons compte tenu de (28.15), il 
vient 
T 


y — — | fodt=V(t,E, ..., En). (28.18) 


t 
Résolvons l'égalité (28.17) par rapport à E,, . .., E,: 
Es = Pa (ts Tir - - +» En). (28.19) 


La substitution dans (28.18) fournit la fonction V (£, z,, ...,zx,) 
qui vérifie (28.14) dans la condition (28.15). Ainsi, cette fonction 
est supposée construite. 

Abordons la résolution même. Considérons la fonctionnelle 


T 
J=J—\—ût. (28.20) 
0 


La dérivée totale de V est ici exprimée à partir de (28.11), donc 
J=J+V(0, x, ...,20), 


d'où l’optimalité par rapport à J des commandes qui le sont relati- 
vement à J et la proposition réciproque. 


Transformons comme suit la fonctionnelle J : 


T r 
J = | | fo (ii ces Ent) + 2 UC (Ti, -.., Tnt) — 


0 


V  Q ô : 
—<— 5 Gr la— de UiYi (z:, ce.) Ln) | dt, (28.21) 
s=1 


{= 
é oV 
avec = Y» Fe Vie 
s=i 


Le premier, le troisième et le quatrième terme sous | disparais- 
sent conformément aux équations (28.14), et on a donc en définitive 
T 


JT — | [S ur (cu —vi) | dt. (28.22) 
0 


i=1 
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Il en résulte de suite que les approximations de la commande 
optimale sont définies par les formules 


ui = Sen (y, (2, -.., Tnt) — 0 (mn, ..., En M i=AÀ, ...,r. 
(28.23) 

Ces formules valent dans le cas où la trajectoire a son extrémité 
droite libre. 

Nous proposerons plus loin un procédé analogue en présence de 
conditions à l’extrémité droite de la trajectoire et de contraintes 
sur les variables d'état de (28.11). 

Passons au problème de la synthèse des commandes optimales 
asymptotiquement stables. Supposons que, quelles que soient les 
commandes continues par morceaux respectant (28.12), le système 
(28.11) a une position d'équilibre : 

DL 42, =Ù, 
2 (0,:::.,0:0 = 6;::(0,::40 020, s=l::s nr. 

Cette position d’équilibre sera supposée asymptotiquement 
stable pour u, = ...—u, = 0. On désire choisir u,, ... , u, 
de façon que la stabilité de l’équilibre du système reste uniforme et 
asymptotique et que la fonctionnelle 


K= [ fo(tis -.. nt)dt (28.24) 
0 
soit le plus petite possible, fo (z1, . - ., Zn, t) étant une fonction 


définie positive des z,, . . ., x,. Pour résoudre le problème, on prend 
Ÿ, solution de l’équation (28.14), qui satisfait à la condition 


V=0 pou x =...—z1, = 0(. (28.25) 
Il est connu que la solution de (28.14) avec la condition initiale 
(28.25) existe et que V est définie négative. 
Considérons la fonctionnelle 


K (28.26) 


Ï 
ex 
Cr 3 


Ici la dérivée totale de V est exprimée à partir du système (28.11). 
Si les commandes u,, ..., u, rendent l'équilibre uniformément 
asymptotiquement stable, la fonctionnelle XÆ est bien définie et se 
met sous la forme 


K=K+V(0,z°,..., 2) 
parce que V —> 0 pour { — —+oo. 
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Par certaines transformations X devient 
+ 


K— ( [ — S UV (Ti, +, Zn | dt, (28.27) 
i=1 


U 


d’où les formules approchant la commande optimale : 
UT —= Sn Vs (lus Tnsth i=1À,...,7r, (28.28) 


avec (comme plus haut) 


ñn 
oV | 
U= } es Vs i=l::xr 


s=i 


Le système (28.11) commandé par (28.28) possède en réalité 
un équilibre à stabilité uniforme et asymptotique, car on a pour 
cette commande 


n La n 
dV  V ov SW, 
Hat D age DU D bu = 


s—= À i=1 s=1 


= fo (Zi ces Œns 2) + D [Vies ++, ns t) |. 


ES 


Par conséquent, 


= forus ces Enr 1) + DIV (er ce Zns te (28.29) 


i=1 


La fonction V est définie négative, admet la borne supérieure infi- 
nitésimale et sa dérivée totale exprimée à partir de (28.11) est défi- 
nie positive. La solution triviale de (28.11) commandé par (28.28) 
présente donc la stabilité uniforme et asymptotique. On ne déter- 
mine les commandes (28.23) et (28.28) qu'à condition de connaître Ÿ. 
Cette fonction s’obtient par des approximations successives, circons- 
tance qui conduit à la même méthode pour rechercher les commandes 
en question. 

Commençons par le cas d’un intervalle fini et soient f, un polynô- 
me de degré l'en z,, ..., x, et f, les fonctions linéaires 


Îs 2 duiti + rs (t). (28.30) 


Il se trouve alors que l'équation (28.14) possède une solution 
unique Ÿ sous forme de polynôme de degré L qui vérifie la condition 
(28.15), la fonction V étant définie par la seule intégration de systèmes 
linéaires d’équations différentielles ordinaires. 
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Si l'on remplace r, dans (28.30) par une série en z,, ..., z, à 
partir du second ordre, Ÿ se définit univoquement sous forme de série. 

Poussons l’étude de (28.30). On cherche la solution de (28.14) 
sous la forme 


l 
V= > y. (28.31) 
m= 0 
On pose dans (28.14) 
I 
fo = 2 fo" (28.32) 


et on obtient 


ay {n) : Dés ) L av(m+1) m) 
+ D —— DS ES UE nf 


s= À is s= 
m—=0, 1,...,1—1. (28.33) 
Quand m =7l,ona 
(0) 


a 
+ + 52 24 TZ aum = ff. (28.34) 


s=1 


Les formes V(® satisfont aux conditions 
V9 = 0 pour t=T. 


Les équations (28.33) et (28.34) s’obtiennent par substitution de 
(28.31) et de (28.32) dans (28.14) et par égalisation terme à terme 
des formes de même degré. Ce faisant, la dérivée partielle fait place 
à la dérivée totale du moment qu'elle n'est relative qu'aux coeffi- 
cients des formes. Les équations (28.33) et (28.34) entraînent que les 
coefficients des formes cherchées sont solutions des équations diffé- 
rentielles linéaires non homogènes avec des conditions initiales don- 
nées à l’extrémité droite pour t = T et qu’ils se définissent donc 
de facon unique. 

Les raisonnements ci-dessus conduisent à une technique simple 
des approximations successives pour déterminer Ÿ. Soit un polynôme 
V,, par exemple V, = 0. Formons les approximations successives 
V y; en tant que solutions des équations 


ef > © = (> S auti+re) 


s= {1 1=1 
avec les conditions initiales 


V,; =0 pou i=T. 
21—0456 
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On a donc 


T ñn ñn 
Vx = [3 un (3 Guiti + re) — fo (z1, ce.) Tr: | dt, 
N=9, 3,... (28.35) 


Les variables z,, . .., zx, sous le signe d’intégration sont assimi- 
lées à des paramètres si bien que l'intégration n’affecte que les fonc- 


tions du temps. On voit aisément que Vy, — Y, CLÉ PL 
ÔTs N->00 02, 


N—00 
uniformément par rapport à {€ [0, T] dans tout domaine borné 
de variation des variables zx,, . .., z,. 
On pose 


OV 
7 ——— ds , 
La dre (28.36) 


s—! 

Un = SEn (Yin—Ci), i=1,...,r. 
Il est clair que les commandes un, à = 1, ..., r, convergent 
pour V —+ oo vers ui, i — 1, ..., r. On propose un procédé ana- 


logue pour le cas où (28.31), (28.32) sont remplacés par des séries 
EN Zi, + - +» En à partir du second ordre au moins. 


» 


Prenons maintenant un intervalle à une extrémité infinie. Soit 


fo = D LEE 


M=T7 
n oo 
fa = à Gsiti + > gt), 
1=1 Mer 


avec f{m), gm) des formes homogènes de degré m en x,, ..., à. 
La forme /(") sera supposée quadratique définie positive. 
Admettons que la solution nulle du système 


ee Saut, i=d,...,n, (28.37) 


est uniformément asymptotiquement stable. Il existe alors une 
forme quadratique V”? définie négative qui vérifie l’équation 


D + D agrn its cn (28.38) 


LL i=1 
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Posons V, = V"” et définissons l’approximation V} comme solu- 
tion bornée de 


n 
OV , OVx … OVN-1 ” 
or. De 2 Guti= fo— êz, &ss N=2, 3, 
i=1 


On prend ici z, ..., Zn pour paramètres. Sous les hypothèses 
connues sur la convergence des séries f, et £,, on dit que 
Vi, SE _. pour À —+ co 
uniformément sur tout intervalle fini (0, 7] dans un voisinage fixe 
de l’état d'équilibre, la fonction V étant solution définie négative 
de (28.14). Il en découle que la suite de 


Uin — Sn Vin; 


n 
avec Vin — D es bu, S'interprète comme suite approchant les com- 


s= 1 
mandes (28.28). 


Introduisons maintenant les conditions aux limites et les con- 
traintes: on demande de trouver, parmi toutes les commandes qui 
vérifient les conditions aux limites 


Ÿs (T, 1 (T), ..., Zn (T)) = 0, j = 1, RS 
et les contraintes 
Po Diese D) SO, = 1, :.:4, 104, 


la commande optimale relativement à la fonctionnelle J. 
On rend compte de la présence de ces conditions et contraintes 
par le truchement de la fonctionnelle 


R T 
L=J + >, L pi + | D Ko (1 + Sgn Po); (28.39) 
J=1 0 o=1 
avec L,et K,,j = 1,..., k; © — 1, , LH, des quantités positi- 


ves à déterminer. La fonctionnelle (28. 39) se récrit 


L=S L;ÿ} (0, z?, ..., x?) + 


A 


+ Cio+ Det > Li ()+ D Kc(i+ogn Pc) ]dt. (28.40) 


i=1 J=1 o={ 


21° 
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La dérivée totale de #? s'exprime comme suit: 


(= 8+ D cu. 


izi 


Considérons la fonction V satisfaisant à une équation de la forme 


HD ft S L+ S Ko(1+sgnpe) (28.41) 


s=i j=1 o=1 


et à la condition 
V = 0 pour t = ZT. (28.42) 


La solution des équations (28.41) dans cette condition est recher- 
chée sous la forme 


kR u 
V=Vo+ D List D KoVa0s 


j=i O=1 


V, vérifiant (28.14) et la condition (28.5) et V,,, Vas les équations 
respectives 


al MT 


LOIS EU mn, j=1,...,k, 


s=1{ 


ôV 4 
+38 ? fe = 1+ sen Po 


et les conditions aux limites 


Viy = Vas = 0 pourt=T,j=1, ee.) k;: o = 1, ee 3 Hi: 


Supposons trouvée . solution de (28.41) avec la condition (28.42). 
On désigne par ui (t, Li, ..., Lys Kys c.., Kyhs i=4,...,pr, 
les commandes qui minimisent J sous la condition que la trajectoire 
a l'extrémité droite libre et qu'on néglige les contraintes. Dans ce 
cas, la commande est de même optimale relativement à 


Tr 
L =L—\ T dt, (28.43) 
0 
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On obtient par certaines transformations 


k 
L= 5 Lip (0, 4, ...,2%)+V (0, z?, ..., 29) + 
jen 
T r R 
+ ( DET (ci+ > ciyL5—v) dt, 
0 i=1 j=1 
d'où 


C3 


u® (La, ..., La, Ki... Ky)=sgn (vi 3 cuL;), (28.44) 


3=1 


avec 


= 2 (3 bu) + +3 K (> ). 


= À 


Portons la commande (28. 34) dans ZL et choisissons L,, ... 
ess Lis Kiss Ki de façon à à minimiser cette fonctionnelle. On 
établit dans certains” cas qu’il existe des suites de L,, ... L,, 
K;; ..., K, qui approchent la solution (quand elle existe) à la 
précision désirée, compte tenu des conditions aux limites et des con- 
traintes. 

La quantité T7 a été supposée fixée mais la méthode proposée 
reste en vigueur pour 7 libre. 

Observons que nous n’avons pas spécifié les propriétés des fonc- 
tions faisant partie des équations différentielles, si bien qu'elles 
peuvent être supposées remplissant les conditions d’existence d’une 
solution des équations ou même, pour simplifier, dérivables, à va- 
leurs réelles et définies pour toutes les valeurs de leurs arguments. 
Les formules (28.23), (28.28), (28.44) entraînent la discontinuité des 
commandes par rapport aux variables d'état, d’où l'impossibilité 
éventuelle de définir les mouvements de façon classique sur tout l’in- 
tervalle considéré. On l’évite par deux artifices : ou bien on convient 
de l'existence de régimes glissants, ou bien on introduit au voisinage 
des surfaces de discontinuité des boucles d’hystérésis qui permettent 
la définition en question. Les commandes avec boucles d’hystérésis 
ne diffèrent que fort peu des commandes optimales construites. 

Il convient de dire qu’il y a des cas où les formules (28.23), (28.28) 
déterminent les commandes optimales. Cela a toujours lieu par exem- 
ple pour les problèmes linéaires avec fonctionnelle linéaire. Dans le 
cas général, la construction étudiée sert à définir la seconde approxi- 
mation si l’approximation d'ordre 4 est la commande 0. 
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$ 29. Recherche des gains 
dans les systèmes de commande 
par des méthodes de tâtonnements 


Le problème de construction d’un système de commande optimal 
relativement à tel ou tel critère se réduit souvent à la recherche des 
gains dans une loi de commande, qui a pour but de minimiser un cri- 
tère donné. Ainsi, soit le système 


Z = £g (x, z, t, @), 


où x —(z, ..., x) est le vecteur d'état de l'objet, z — 
= (z,, ..., Z,) le vecteur de commande, & = (a, ..., &m) les 
gains dans la loi de régulation g. Soit, sur les solutions du système 
(29.1), les fonctionnelles J,, J,, ..., J,. Dans le cas général, on 
demande «,;, ..., 4m tels que la fonctionnelle J, soit minimale 
sous la condition 


JS 0, j =1;:.:.; L (29.2) 
Etant données les valeurs initiales concrètes de (29.1): 
x = x, z—=2% pour t = 0, 


on suppose le système résolu pour toutes les valeurs des gains: 
x = X(t, &), z =2zt(t, x). Portons ces fonctions dans J,, ..., J'}, 
il vient 


Jo = fo (1  . Cm)» 3 Ji = fi (a . 9 Um) 


La recherche des gains optimaux se ramène alors à celle de la plus 
petite valeur de f, (&;, . .., &m) avec les contraintes 


His: ee 0 Jet: 


On conçoit que la recherche des solutions de (29.1) et la déter- 
mination des fonctions fo, fr, - - -, f1 sous forme explicite ne sont 
possibles que dans des cas fort rares. N’empêche que l’idée même 
de réduire le problème de recherche des gains optimaux à l’obten- 
tion de la valeur minimale d’une fonction de plusieurs variables 
constitue le pivot du calcul numérique des gains optimaux par 
tâtonnements. Pour trouver la valeur approchée du gradient de 
fo (Gi - + > Em) en un point «® donné, on effectue m + 1 intégra- 
tions du système (29.1) avec les valeurs initiales x, z® et les 
gains 

ao, a Hhl;, j—=1,...,m, 


l; étant un vecteur unité de composantes nulles sauf la composante j 
qui vaut 1. Les dérivées partielles de f, sont données approximative- 
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ment par les formules 
Ô 1 s 
(9) & Fo (eV +) — fo (a), = 1, m. 
Désignons par k, le m-vecteur de composantes 


ff (a+ RL) —fo(e0)], =, m. 


Alors grad fo (&«°) = ko. 

S'agissant de la technique des tâtonnements avec utilisation du 
gradient, on propose soit la méthode du gradient proprement dite, 
soit celle de la plus grande pente. Dans le premier cas, on cherche 
dans l’espace des gains le point a — ot — £k,, e >> 0 étant le 


pas. Si 

fo (a *) << fo (a‘°), 
on procède comme pour æ!t®. Si 

fo (a) > fo (a), 


le pas € est réduit de moitié. Dans cet algorithme le système (29.1) 
est intégré m —+ 1 fois par pas. 
Dans le second cas, on considère la suite de points 


a a—ek,, aœ?—a"—2ek,, ... 
L'algorithme s'arrête quand on a 
fo(a*) > fo (a), fo (a?) € fo (æt*-2). 


On recommence avec &'*-! comme avec «®. Dans cette méthode, 
on définit de plus à chaque pas une nouvelle direction du gradient, 
ce qui exige m + 1 résolutions du système (29.1). Bien que cette 
intégration ne soit pas directement liée à la minimisation de la 
fonctionnelle, elle détermine un coût important du procédé au point 
de vue du temps machine. On note à ce propos les avantages des 
techniques itératives avec lesquelles on n’a pas à chercher le gra- 
dient de f,. Nous en avons parlé dans le chapitre II et il nous reste 
donc à dire qu'au lieu de minimiser une fonction de m variables, on 
minimise alors à chaque pas une fonction de # variables, k << m, 
par exemple k = 1, 2. 

Celui qui fait le projet d'un système de commande a à résoudre 
trois problèmes: le problème de précision qui consiste à choisir 
is + - <> Em de façon que la fonctionnelle J, soit minimale: 
le problème de stabilité qui est de trouver des gains &;, . .., äm tels 
qu'on vérifie les contraintes 


JS 0,3; = 1, :.:., l, 


et enfin le problème général suivant : trouver, parmi tous les gains 
satisfaisant aux contraintes J,< 0, ceux qui rendent J, le plus 
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petite possible. Les algorithmes ci-dessus et ceux du chapitre II 
s'interprètent comme méthodes numériques des approximations 
successives pour le problème de précision. 

Décrivons un procédé de résolution pour le problème de stabilité. 
Supposons les contraintes J,< 0 vérifiées pour t € [0, T]. Formons 
une fonctionnelle l/, définie par 


Uo = 1 (æ), 


avec t (œ) le temps où au moins une égalité J,; = 0,j =1,... l, 
a lieu pour la première fois sur la courbe intégrale 


x = x({, a), z—=zt(t, a). 


Ici & = (&;, . .., Am) est un jeu fixe de gains. À chaque valeur des 
gains est associée la fonction U, (&«) = U,. Résolvons le problème 
de précision pour la fonctionnelle Ü, et maximisons cette dernière 
tant que nous n’avons pas £{ (&œ) = T. Ces gains forment tout un en- 
semble X tel que, quand & EX, on ait J,< 0, j = 1, , l, quel 
que soit {€ [0, T]. On propose ensuite un algorithme de parcours 
de la frontière de %, qui s'inspire de la propriété suivante : toute 
région arbitrairement petite autour d’un point frontière quelconque 
de A renferme des points tels que U, (&) << T et d’autres, pour 
lesquels U, («) > T. 

L’algorithme de résolution du problème de stabilité s'applique 
à tout système non linéaire de la forme (29.1), mais lorsqu'il s’agit 
par exemple de trouver la solution en première approximation 
linéaire, on dispose d’algorithmes plus efficaces. 

Donnons une description générale de la méthode par tâtonne- 
ments pour le problème général lorsqu'on demande la stabilité 
et la précision optimale à la fois. Il est connu que dans la majorité 
des cas la précision et la stabilité s’excluent mutuellement, si bien 
que les systèmes à une grande stabilité sont peu précis et les systè- 
mes de haute précision frôlent l'instabilité. Le faitest que les systè- 
mes très stables sont peu manœuvrables, et on estime naturellement 
que les gains Œps + + +» Am cherchés donnent une trajectoire qui 
passe dans le voisinage de la frontière de l’ensemble défini, par 
les contraintes J,< 0, j = 1, , LL. On peut bien sûr trouver 
le domaine de stabilité et minimiser J, dans ce domaine, mais de 
tels algorithmes sont fort fastidieux. "Décrivons un procédé qui 
permet d’aborder le problème de précision et le problème de stabi- 
lité à la fois. On recherche les gains par tâtonnements de façon 
que J, soit minimale et U, maximale. La fonction U, (&;,,..., &m) 
croît au point «‘® suivant toute direction qui fait avec grad U, (œ°) 
un angle x/2 au plus. La fonction f, (&æ) = J, décroit dans toute 
direction qui fait avec — grad f, («®) un angle inférieur à 1/2. 
Si grad U, (x ®) et — grad f, (4°) ne forment pas l’angle x, il existe 
donc une direction k, qui est celle de la croissance de VU, et de la 
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décroissance de J, à partir du point «®. Prenons pour a‘ un point 
a + ek, tel que 

Uo (th) > U, (a) 
et 

fo (a?) € fo (a), 


et procédons comme avec a«®. Il s’agit d’un analogue de la méthode 
du gradient. Pour aboutir à un analogue du procédé utilisant la 
plus grande pente on construit la suite 


k 
at = a _Lek,, 7 a = oo LE kek,, Se e 
Le calcul s’arrête avec 


U, (at*) <U, (œt*-1) > U, (at*-2) 
ou 
fo (a) > fo (a) € fo (2). 


On recommence avec a‘*-! au départ. Sur la suite des gains 
ainsi formée, les valeurs de la fonctionnelle J, vont en décroissant 
et celles de U, en croissant. 


$ 30. Solutions de systèmes non linéaires 
définies par des conditions aux limites 


Soit deux variétés dans l’espace de phase du système. Il s’agit 
de tracer une courbe intégrale du système différentiel qui part au 
temps £, de l’une de ces variétés et atteint l’autre au temps f.. On 
montre facilement que la recherche de cette courbe se ramène à celle 
d’une solution périodique du système différentiel auxiliaire formé 
à partir du système initial d'équations du mouvement. On peut 
donc utiliser les méthodes de construction de solutions périodiques 
pour le problème étudié que l’auteur élabore dans [6]. On aura cepen- 
dant intérêt à exposer une technique directe qui porte le nom de 
méthode du balayage. Plus loin nous développons cette méthode 
de résolution de problèmes aux limites pour les équations différen- 
tielles ordinaires, plus précisément nous l’appliquons à des problèmes 
non linéaires. 

Commençons par un problème aux limites à un degré de liberté. 

Soit l’équation 


y=ftt, y, y (30.1) 
dont on sait qu'elle a pour solution 


y=yt(t), tEÏ0, Ti, (30.2) 
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qui vérifie les conditions aux limites 
œ (y (0), y (0)) = 0, (30.3) 
Ÿ (y (T), y (T)) = 0. (30.4) 


On désire le procédé de détermination de la solution (30.2) sous 
les conditions aux limites (30.3), (30.4). Introduisons la solution 
générale de l’équation (30.1): 


y = y(t, Ci, Co). (30.5) 
Admettons que cette solution et le rapport 

y=i y(t, Cas Co) (30.6) 
sont résolubles en C, et C., si bien que 

Ci —= fi (£, y; y), | (30.7) 

C2 = Le (£, y, y). 


Il est connu que dans ce cas les fonctions g, (4, y, y), i = 1, 2, sont 
les intégrales premières de l'équation donnée. Montrons que (30.1) 
possède deux intégrales 


E —E(E, y, y), (30.8) 
n=n(é, y, y) (30.9) 
telles que 
E (0, y, y) = p (y, 2), (30.10) 
n (TZ, y, y) = Ÿ (y, y). (30.11) 


À cette fin, on utilise (30.5), (30.6) pour éliminer y (0), y (0) de 
l'expression de œ, il vient 


Oy (0, Ci, Ca 
p=p(y(0, Ci, Ca), ACL ), 


Eliminons C, et C: à l’aide des formules (30.7) et désignons le 
résultat par 


E — E(t, y, y). 


Cette fonction est nécessairement intégrale de (30.1) du moment 
qu'elle dépend par construction des intégrales premières (30.7). 


Si on pose t — 0, on a E (0, y, y) = E (y, y). Portons (30.5) et 
(30.6) pour t = T dans Ÿ (y (T), y (T)), éliminons C,, C, moyennant 
(30.7) et désignons le résultat par n (f, y, y), il vient de même que 
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la fonction n (f, y, y) est intégrale de l’équation proposée (30.1) 
et vérifie la condition (30.11). 


Ces développements nous permettent de dire que E et n sont 
solutions de l'équation 
JE * , à . 
Los autel u n=0. (30.12) 


Notons que l'intégrale E (t, y, y) conserve, le long de toute 
courbe intégrale de (30.1) qui satisfait à la seule condition (30.3), 
une valeur constante qui est en l’occurrence 


E (£, LE y) = (0. (30.13) 
Il en est de même de toute courbe intégrale astreinte à la seule 
condition (30.3) et de l'intégrale n (f, y, y) dont la valeur est 


n (f, y, y) = 0. (30.14) 


Cette circonstance est à la base de plusieurs méthodes de résolu- 
tion des problèmes proposés ci-dessus: trouver la solution (30.2) 
de l'équation (30.1), qui vérifie les conditions aux limites (30.3) 
et (30.4). 

I. La solution (30.2) satisfait nécessairement pour { = T au 
système 


Ÿ (y; y) = 0. 


Soit (y, y) solution de (30.15). La solution (30.2) s'obtient alors 
ou bien par intégration à rebours de (30.1) avec les conditions initia- 
les 


y (T) =, | 
y(T)=y, 
ou bien par_ intégration de 
E (fs us y) = 0 
avec la condition initiale 
y (T) = y. 


II. La solution (30.2) vérifie nécessairement pour &£ = 0 le 
système 


(y; y) =0, | (30.16) 
n (0, LE y) = 0. 
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Soit y et y sa solution. Pour obtenir la solution (30.2) de (30.1) on 
intègre ou bien cette dernière pour les conditions initiales 


y (0) = | 
y (0)=y, 


ou bien 
n (£, V; y) = 0 


avec la condition initiale 
y (0) = y. 


III. La solution (30.2) de l'équation (30.1) vérifie (30.3) et (30.4) 
à la fois. C’est pourquoi elle satisfait simultanément à (30.13) et 
à (30.14). Ainsi, on se passe de l'intégration et on trouve la solution 
en question à partir du système 


n(é, y, y) = 0. 


Les trois procédés décrits entraînent que le problème proposé 
se réduit à la recherche de solutions de l’équation (30.12) avec les 
conditions initiales (30.10) et (30.11). Diverses méthodes numéri- 
ques et analytiques conviennent ici. 

Ci-dessous une procédure de calcul de solutions approchées de 
problèmes aux limites pour des systèmes quasi linéaires à un degré 
de liberté. 

Soit l'équation 


y +p(O y +e(ty=r(t) +uf(t, y), (30.18) 


P; &, r étant des fonctions continues, réelles, définies pour £ € [0, T1}, 
u un petit paramètre, f(t, y) une fonction continue, réelle qui 
satisfait à la condition de Lipschitz relativement à y: 


FAC ft, pI<iy—v|, 


avec À une constante positive. 
Supposons que (30.18) a pour solution 


y = y (t) (30.19) 
qui remplit les conditions aux limites 
y (0) = aoÿ (0) + bo (30.20) 


et 
y (T) = @oÿ (T) + Bo, (30.21) 
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Go» Vos Go Bo étant des constantes réelles. On demande la méthode 
des approximations successives qui donne la solution (30.19) de 
l'équation (30.18). 

On résout le problème d’après le schéma suivant. On commence 
par construire l’équation intégrale vérifiée par (30.19), puis on 
forme des approximations successives de la solution de cette équa- 
tion et on montre que pour L suffisamment petits la suite des appro- 
ximations a nécessairement pour limite la solution (30.19) de l’équa- 
tion donnée. 

On montre donc en première étape que la fonction (30.19) vérifie 
nécessairement une équation intégrale de la forme 


t 
y=yo(t)+u | fr y(r)a(, Dér+ 
0 


{ 
+ufa(t,vf(y(r)ér. (80.22 
T 


Cette équation s’obtient sous l’hypothèse de (30.19) obtenu. La 
fonction f{(t, y (t)) est alors une fonction connue du temps que 
nous noterons r; (£). 


La fonction (30.19) vérifie nécessairement l’équation linéaire 


y +p(D y +e(by=r(t) +un(t) (30.23) 


et les conditions aux limites (30.20), (30.21). 
Dans notre cas, l’équation aux dérivées partielles (30.12) admet 
comme solutions 


E=y—a(t)y—b(t), (30.24) 
= y— a (t) y — B(i), (30.25) 

et les solutions cherchées sont obligatoirement telles qu’on ait 
n = 0. (30.27) 


On trouve, à partir de (30.24), (30.26), que a (ft) et b (t) satisfont 
au système d'équations différentielles ordinaires 


a+(a+p)a+g=0, | 
b+(a+p)b=r+ur: 
et aux conditions initiales 


a (0) — os | 
b (0) — ge 


(30.28) 
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De même, « (t) et B (t) satisfont au système 
B+(a+p)B=r+ur 
et aux conditions initiales 
œ (T) = &o;, | 


B (7) = Po- 
On tire de la seconde équation (30.28) : 


t { 
—{CaGr}+ptiar 1 — [| (a(e)+2(8)]40 
b(t) = be ! + e © [r (t) + ur: (t)] dt, (30.30) 


0 
et de son homologue (30.29) : 
{ t 


—{tatt)+ptijdr T — | [a(6)+p(8)148 
B(E)=Boe 7 +[e* {r (x) +urs (x)] dr. (80.31) 
{ 
Retranchons (30.25) de (30.24) et divisons terme à terme par a (t) — 
— «a (ft), il vient 


_ _bO—BE 
y= 2080. (30.32) 


Cette égalité donne par suite de (30.30) et (30.31) : 
|? t 


v=utefatantdrtu fat dr(sée, (8033) 


où 
L { 
—( Latr}+pt ar 4 ( [a(6)+7(6)] 48 
boe © +| e * r (t)'4t 
T 
DO a a — Le 
t 
- [iat+ptolar 1 - | [2(0)+pt0)140 
Be T + | + r (r) dt 
T 
D  _—— (30.34) 


{ 
— | La(6)+p(6)] de 
: (30.35) 


€ 
a; (£, t) F a(t)—a (t) ? 
{ 


— | La(8)+-p(8)] 48 
: (30.36) 


[4 
SAS RRETTC ETC 
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Remplaçons la fonction r, (t) dans (30.33) par son expression 


ra (t) = f(T, y (r)). 


I] se trouve alors que la solution (30.12) de (30.18) vérifie effective- 
ment l'équation intégrale (30.22) avec y, (t), a (ft, t) et a. (t, 7) 
définies par les formules (30.34), (30.35) et (30.36). 

Ecrivons (30.22) sous forme opératorielle 


Y = Yo + UK (y), 


K (y) étant l’opérateur intégral du second membre de (30.22). For- 
mons une suite de fonctions y, (t), y (t), y (t), . . . définies par 
la formule 


Yn () = Yo () + UE (Yn-s), n = 1,2, ... (30.37) 


Dans ce cas, on indique u, > 0 tel que, quel que soit u, [nu | << 
< Ho, la série Yo + (Y1 — Yo) + (Ye — Y1) +... converge absolu- 
ment et uniformément vers la solution 60. 19) de l’équation (30.18) 
à condition que yo (t), a (ft, t), a, (t, 1) sont des fonctions conti- 
nues de leurs arguments. 

*) Analysons un problème aux limites quasi linéaire avec des con- 
ditions aux limites mixtes données sous forme d’inégalités doubles. 

Soit le système de n équations différentielles ordinaires 


= P(Dx+Q (HUF (E, 1, x), (30.38) 


où x = (x, ..., Zn)*, Q(tietF(t, , x) sont des fonctions vecto- 
rielles réelles continues de leurs arguments, données pour t € [0, 7], 
u CE, xCE, (E, est un espace euclidien 7-dimensionnel), P (t) est 
une matrice réelle et continue pour £ € [0, 7] d'ordre n, u un petit 
paramètre, l’astérisque désigne la transposition. 

Soit données les conditions aux limites sous forme de contraintes 
du type inégalités doubles : 


< Pi (Vas + + 0 Ya) Hi (Vie, VE) KB i= 1, ..., n. (30.39) 


ts 


Le 

Ici M =2OEIR. (t, x) dt, #=xO0 +] G, (t, u, x) dt, 
0 

s—1,...,k,, et R.sont des fonctions linéaires de leurs arguments 


de la forme 
R, (4, x) = B,(t)x+B; (+), 


n À 
Pi (Y:: ...) Ya) = à à QE Yjs + Di; 
$=1 s=1 


*) Le texte jusqu'à la fin du chapitre est dû à N. Zoubov. 


336 MÊTHODES NUMÉRIQUES [CH. V 


Yys particularise la composante j du s-ième vecteur y,; &; B;,, b;, et 
ai; sont des constantes réelles; B£ (£), W, (y1, . . ., yk) et G, ({, , x) 
des fonctions vectorielles réelles et continues, définies pour t € [0, 7], 
LEE,,xCE,, YECE,,s = 1,...,k:t,, .-., t E (0, T]l; B, (0) 
est une matrice réelle et continue pour t E [0, 7] d'ordre n. 

On demande les conditions d'existence de solutions continuement 
dérivables du système (30.38) sur [0, 7] qui vérifient les conditions 
aux limites (30.39), ainsi que le procédé de leur détermination. 

Considérons les conditions aux limites complémentaires 


Pi (V1, .…. Ya) + Hi (yi; ee) YA) = V1, i= À, ce.) 7, (30.40) 


avec y, des constantes réelles quelconques. Si le vecteur F — 

= (Y1, - --, Yn) appartient au parallélépipède V = {a < y < 
< B:, …, En < Yn < P,} de dimension n, la solution du problè- 
me (30. 38), (30.40) est évidemment solution du problème (30.38), 
(30.39), si bien qu'il y a possibilité. (On entend par solution du 
premier problème pour l = F, l'existence d’une solution continue- 
ment dérivable du système (30.38), qui vérifie les conditions aux 
limites (30.40) pour FT = F,.) 

Pour être plus bref, nous introduisons les notations suivantes: 


4 pour {€ [0, f,], 
Ps (t) — 0 
pour £6(0, £.], 
æ\, se des a, 
A, =|| : , matrice nxn. 
a use as, 


On démontre le 


TasortME 30.1. On suppose que 1) sous les hypothèses ci-dessus, les 
fonctions Ft, u, x), G.(t, u, x), %: (yi, - - ., ya) vérifient les 
conditions de Lipschitz par rapport à tous les arguments (pour v;) et 
relativement à x (pour F et G,) ; 2) la matrice 


k T 
A= D A,(E+\ p,(9 B,@Z( dt) 
j=1 0 
est non singulière. Ici Z (t) désigne la matrice fondamentale du système 
d'équations différentielles ordinaires © = P(t)Z, Z(0)=E, avec 
E la matrice unité d'ordre n. 
A lors il existe u, >> 0 tel que, quel que soit u, | d | << mo, Le problè- 


me (30.38), (30.40) admette, pour tout vecteur réel fixe lo, une solution 
unique, d'où la possibilité du problème (30.38), (30.39). 
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DEëMonNsTRATION. Fixons F, réel quelconque et u, et admettons 
l'existence d’une solution x = x (t) au problème (30.38), (30.40) pour 
FT = T,, u = p. Calculons le long de cette solution les fonctions 


vectorielles F(£, , x), 1, (y!, . .., vi), il vient des fonctions 
vectorielles dépendant de t seul. 


Considérons le système d'équations différentielles ordinaires 
= P(#)xX+Q(t)+uF (E, pa, x (t)). (30.41) 


Il est clair que, En Fr =Fr,,u = pu, la solution du problème (30.38), 
(30.40) est également celle de (30.41), (30.40a). (Les conditions (30.40) 
deviennent, pour LV = F,, u = u,, les conditions (30.40a) par subs- 
titution de x=x (t) dans w,.) Ecrivons la solution générale de 
(30.41) sur l'intervalle [0, T7] sous forme de Cauchy: 


t 

<()=Z (RO) + | 2-1 () (QD) + F (x, pa, K(m))dr]. (80.42) 
0 

Te la dernière équation dans (30.40a), on a 


54, {(£+ | ps) Bj(t) Z (+) dt) x (0) + 


2=1 
+ ps (4) [83 (+8, (2 | Z"1 (x) (Q (x) + 
0 


+bF (r, pas x (0) dr dt } + B+pG (x (0) + 
T 
+ À pi () Gi (E, qu, x (#)) dt, .…, x (0) + 
0 
T 


+ Ÿ pa (2) Ga (bass x (D) dt) = Tor (80.43) 
0 
G= (bi, -.., ÿn)", B= (0, ..., b:)°. 


Cette équation est vérifiée par toute solution x — x ({) du problème 
linéaire (30.41), (30.40a), et on écrit, vu la non-singularité de la 
matrice À: 


x (0) = 4 [To— 3-53 4{[ 00 ['B3 (4) + 


j=1 


t 
+820 (24) (Q()+mF(, pu x (9) dr ]àt}— 
0 


22—C456 
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ts 


— HG (x(0)+ À GE, pu, x (#)) dt, x (0)+ 
0 
th 


+ Gt, by x()dt)]. (30.44) 
0 


On en définit x (0) de façon unique, et il existe donc une solution 
unique du problème linéaire (30.41), (30.40a), ce qui signifie x (t) — 
— x(t). (Nous avons montré de plus que si l’on substitue dans 
F'(i, u, x), ÿ: (y, - - ., yx), pour F et u fixes arbitraires, une fonc- 
tion continue x = x ({) quelconque, la solution du problème (30.41), 
(30.40a) existe et est unique.) Portons (30.44) dans (30.42), il vient 


x(t)=h(t) +u,K,x = Kx, (30.45) 
où h (f) est solution de (30.38), (30.40) pour u = 0, F = F,: 
t 
h (t)— | Z()Z1 (x) Q(x) dx + Z(é) A {To—B— 


U 
T [4 


D A n0[80+8,4020(Z HQma4l]&}, 
J=1 D U 


K,x — | 2 (t)2"1(x) F (xt, pu, x(t)) dr — 


0 
R T t 
—2Z() ATX 4, À p;(0 8,42 (6) | Z4 (6) FU, a, x (0) drét+ 
j=1 0 0 
4 à 
+G(x(0)+| Pa (#) Gi(t, us, x (6)) dt, ..., x (0) + 


0 
T 


+ [pa () Gn (és pas x (D) dt) ]. 


U 


Ainsi, la solution du problème (30.38), (30.40) pour F = T,, 
u = u, vérifie, quand elle existe, l'identité intégrale x = Kx. Assi- 
milons-la à l'équation intégrale pour x — x ({) à déterminer. On 
s'assure de façon usuelle (par applications contractantes) qu'il existe 
Lo >> 0 tel que, quel que soit u, | | << po, la solution du problè- 
me (30.38), (30.40) pour T = F, existe et soit unique. 

A savoir 

1. Considérons l’espace C”" [0, T] des fonctions vectorielles 
n-dimensionnelles, réelles et continues sur [0, 7]. Cet espace est 
fermé. 
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2. Visiblement Kx € C” [0, T7] sif x E CIO, 
3. On vérifie sans peine que toutes les San hd x, et x2 ECO, 7] 
satisfont à l’inégalité 


I Kx, — Kx, | < œ°p || x — x, || 


avec «a une constante réelle indépendante de u. (Cela résulte de 
l'hypothèse de F, G, et vw, vérifiant les conditions de Lipschitz.) 
Ici la norme se définit de façon classique : 


x ()— y () || = ee 2 (ti —yi)?. 


4. Formons de proche en ob une suite d’approximations 
Xo()=h{(t), xx (4) = Kxx=(t), N = 1, 2, 3, ... Avec pu, choi- 
si à partir de la condition &-u, = 1, l'opérateur K est contractif pour 
u tel que | u | << p, et la série xo + (X1 — Xo) + (Xe — X1) +... 
converge uniformément sur [0, 7] vers la fonction vectorielle conti- 
nue x — x ({) qui vérifie l'identité intégrale (30.45). On voit par 
dérivation immédiate que la dernière fonction est solution du systè- 
me (30.38). Du moment qu'elle vérifie (30.45), on a pour elle les 
conditions aux limites (30.40) quand l = F,. Le théorème se trouve 
démontré. 


REMARQUE 1. Vu l'unicité de la solution de (30.38), (30.40) 
pour PF = Fo, p = pu, | l1 | Mo, et sa coïncidence pour F,E€ V 
avec la solution du Problème (30.28), (30.39), l’ensemble de solu- 
tions de celui-ci constitue, sous lesfhypothèses du Théorème 20.1, 
la famille x —x({, pu, Ya, - - -, Yn) làPr + 1 paramètres, où F = 
= (Vs. Yn) E V et [nu |< ho. 


Remarque 2. Le Théorème 30.1 reste valable si F, G, et y, sont 
données, continues et vérifient les conditions de Lipschitz pour 
Lee TI, [pu |< Ro, Ix—h|< Ru, Ré 0) IS 

< R;,, R, étant des constantes positives, i = 0, ..., k +1, et 


l; 


Yi, 0) = h (0) + | G: (6, 0, h (9) à. 
0 


Prenons le cas de À singulière et commençons, pour simplifier 
l'exposé, par établir la possibilité du problème linéaire (20.38), 
(30.39) pour u = 0. Considérons, comme plus haut, le problème 
(30.38), (30.40) pour u = 0 et cherchons les conditions imposées 
au vecteur J = F, sous lesquelles il y a possibilité pour u =0et 
T = F,. Ecrivons la solution générale du système (30.38) pour u = 0 
sous forme de Cauchy: 


x (#) = Z (e) [x (0) + | Z (x) Q(D 49 |. (30.46) 
0 


22? 
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Le report dans (30.40) donne pour u = 0 et F = F,: 
k T 


4x (0)=To—T, T=B+ 3 4, | p, (0) [B%0+ 
j=1 0 


+ B;(t)Z() Z"(x)Q (x) dr | dt. (30.47) 
Û 


Il est évident que la possibilité de (30.47) constitue une condition 
nécessaire et suffisante d'existence d’une solution du problème (30.38), 
(30. 40) pour u = 0et T = l,. Il est connu que l'équation non homo- 
gène Ax = F,—T possède une solution si et seulement si son second 
membre est orthogonal à toutes les solutions de l'équation homo- 
gène associée A*y = 0, y = (y,, .-.., y,)*. Supposons que la 
matrice À est de rang L. Il existe alors nr — L vecteurs A, linéaire- 
ment indépendants tels que 


AA =0, i=1, ..,n—|l. (30.48) 


Les vecteurs A,, ..., A,-1 de la formule (30.48) forment une base 
dans le sous-espace vectoriel de solutions de A*y — 0 ou encore le 
système fondamental de solutions de cette équation. Le second 
membre de (30.47) est évidemment orthogonal à toutes les solutions 
de A*y = 0 si et seulement s’il l’est à chaque vecteur A,, ... 
A,-1. Ecrivons ces conditions nécessaires et suffisantes : 


A? (To Sri T) — 0, L — 1 es NN — l, ou AT, = To, (30.49) 


où T, — AT et À est une matrice (n — !) X nr de rang nr — L dont 
les lignes sont les vecteurs A?. Ecrivons la solution générale de 
l'équation non homogène (30.49): 


l 
To=r°+ 2 ar; (30.50) 


F,, ., L, étant le système fondamental de solutions de AF, = 0 
et r° ‘une solution particulière de (30.49). L’équation (30.50) n’est 
rien autre que l'équation d’un hyperplan de dimension !, ce qui 
prouve le théorème. 


TasorsME 30.2. Pour qu'il y ait possibilité du problème (30.38), 
(30.39) pour u = 0, il faut et il suffit que l'hyperplan décrit par 
l'équation (30.50) ait un point en commun avec le parallélépipède V 
de dimension n. 


D£eMonsTRATION. Necesstre. Supposons que le problème (30.38), 
30.39) admet une solution pour = 0. Il en est alors également de 
(30.38), (30.40), u = 0, pour un vecteur F = F,. Mais nous savons 
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que la condition nécessaire et suffisante en est l'appartenance de 
T, à l’hyperplan (30.50). Ainsi, ce vecteur doit être élément de 
l’hyperplan et du parallélépipède à la fois. 


SUFFISANCE. Soit J', un point d’intersection de l’hyperplan (30.50) 
et du) parallélépipède V. On a montré plus haut la possibilité du 
problème (30.38), (30.40) pour u = 0 et F = F, sous la condition 
nécessaire et suffisante: F,€ (30.50). La solution de ce problème 
coïncide avec celle du problème linéaire (30.38), (30.39) pour u = 0 
parce que le vecteur l, appartient au parallélépipède V, c.q.f.d. 


REMARQUE 1. S'il y a possibilité de (30.38), (30.40) pour u = 0 
et F = T,, ses solutions forment une famille à 7 — ! paramètres. 
Ce résultat découle de la résolubilité de l’équation (30.47) (sa solu- 
tion dépend de nr — ! constantes arbitraires x (0) = x (c,, . . ., Ch-1)) 
et de la forme explicite de la solution (30.46). Ainsi, l’ensemble de 
solutions du problème (30.38), (30.40), u = 0, F = F,, s'écrit: 


X (t) — X (£, C1 9 Cn=1) = 
=D (1) (x (cree ni) + Z-U(r) Q (r) dr). 


REMARQUE 2. Si l’hyperplan (30.50) et le parallélépipède V se 
coupent en un point intérieur de ce dernier, l’ensemble de solutions 
de (30.38), (30.39), pu = 0, constitue une famille n-paramétrique, 
L paramètres étant éléments d’un ensemble borné. En effet, on 
obtient, par un choix des points F, tels qu’ils appartiennent à (30.50) 
et à V, des familles (n — /)-paramétriques distinctes de solutions 
du problème (30.38), (30.40), u = 0, F = F,, dont chacune est un 
ensemble de solutions de (30.38), (30.39), u = 0. Comme la dimen- 
sion de l’hyperplan considéré est /, on a donc une famille à nr para- 
mètres dont Z sont bornés. (Dans la formule (30.50), a,, ..., a, 
sont choisis à partir de la condition F, € V.) 


REMARQUE 3. On dispose d’un critère pour résoudre univoquement 
le problème d'existence d’un point commun de (30.50) et de V. 
Enonçons un théorème sur la consistance d’inégalités linéaires qui 
a été démontré par Ky Fan. 


TasorsMe 30.3. Le système 
> CRE SRELTE i= À, ee) l, (30.51) 
j=1 


avec a;; et d; des nombres réels, est consistant si et seulement si la matrice 


Gui eee in 
A=|| : 
ni ee Ain 
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possède q lignes linéairement indépendantes qui contiennent une matri- 
ce g X (g— 1) 


digg see ju 


di Pie. it 


q 
telle que Ni-Np+r1 O0, k=1,...,q—1, et > dij,| Nr|>0, où 
R=1 


Nz, k=1,...,Q, désigne le déterminant d'ordre g—1 obtenu de À) 

par suppression de sa k-ième ligne. Le théorème reste valide si le 

systeme (30.51) est remplacé par le système FIRÉEQRES strictes 
q 


: its > di et l'inégalité 2 dsl Nrl>0 par À di,| Nr] > 0. 
j=i : 

REMARQUE. L'’affirmation du théorème reste évidemment vraie 
dans le cas d’inégalités doubles (strictes ou non). On demande par 
exemple de résoudre le système D, < A°x << D,, où x = (x 

sn dir D = (di ss: 09, D=(d::: 0497: Etudions 
la consistance du système A°x > D,, puis celle de —A4° x > —D.. 
S’ils sont les deux consistants, il en est également du système d’iné- 
galités doubles. 

Abordons maintenant le problème quasi linéaire (30.38), (30.39). 
Démontrons le 


Ta£oremMEe 30.4. On suppose que 1) les fonctions G,(t, 1, x), 
Ft, u, x), (Yi, ..., yh), s=1, ...,k; re .., N, sont 
données, réelles et continues pour tE (0, Ti, | un | < Ro, Il X — Xo | < 
< Ru, || Es — y! (x) IS R,, R,; étant des constantes positives, 
i=0, . k +1. La fonction F vérifie les conditions de Lipschitz 
par rapport à TZ, - -., 2 et les fonctions Q (t), B£ (t) et les matrices 
P (t), B, (t) remplissent les conditions spécifiées plus haut ; 2) l'hyper- 
plan décrit par la formule (30.50) et le parallélépipède V n-dimension- 
nel ont en commun un point TV = F', intérieur à V (i.e. il existe un 
e-voisinage de l', tel que tous ses points soient éléments du paralléle- 
pipède V). On entend par e-voisinage de T', un cube € E, de centre ce 
point et d’arrête e. 

À lors il existe 4 >> 0 tel que, quel que soit up, | l | << po, Le proble- 
me (30.33), (30.39) admette une solution. (Ici y}i(xs) = xo (0) + 

ê; 
+| G; (t, 0, x, (t)) dt et x, (t) est une solution fire quelconque du 


problème linéaire (30.38), (30.40) pour T = T,etu = 0.) 


DEMoNsTRATION. Etant donné qu’on est dans les conditions du 
Théorème 30.2, il existe pour u = 0 et l' = F', une solution du 
problème (30.38), (30.40), et ses solutions forment, en vertu de la 
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Remarque 1 du Théorème 30.2, une famille à x — L paramètres. 
Prenons la solution particulière x = x, ({) du théorème. Elle est 
solution de (30.38), (30.39), u = 0, puisque l, € V. Considérons le 
problème de Cauchy (30.38) pour x (0) = x, (0). (Le problème de 
Cauchy consiste en l'occurrence à chercher une solution continue- 
ment dérivable du système (30.38), qui vérifie la condition initiale 
x (0) = x, (0).) Il est connu que sous les hypothèses du théorème 
sur les fonctions F (4, u, x), Q (#6) et sur la matrice P (t), le problème 
de Cauchy (30.38) possède pour x (0) = x, (0) une solution unique 
x(t) = x(t, x (0), u). Nous ne prendrons que u qui vérifient l’iné- 
galité | u | < À,. La solution du problème de Cauchy étant une 
fonction continue du paramètre (de pu), il existe u, > 0 tel que, 
quel que soit u, [| 1m, toutes les solutions de (30.38) pour x (0) — 
— x) (0) réalisent les conditions || x (t, x (0), ) — xo (4) | < Riu 
y" (x(E, x (0), p)) — y; (x () IS Rs (en vertu de la 
continuité des yi(L, x) par rapport à leurs arguments). Portons 
n'importe quelle solution dans le premier membre des conditions 
aux limites (30.40) et utilisons (30.47), il vient 


h T t 
4x 0)+B+ 3 4, |? [84+28,020 [2 HQmal]à+ 
0 0 


ji 
R T t 
+u { > 4) | P;() B; (+) Z(E) | ZT) F(r, pu, x (x, x (0), u)) dr dt+ 
ji 0 0 


T 
+G (x (0)+ À pi) Ge, p, x(é, x (0), u)) di, … 
0 
T 


1 X(0)+ À pa (6 Gn (6, pi, x CE, x (0), u)) dt) } =To+ 


0 


R T t 
+n {5 4 [ p:0) 8,2 (0) | 24 (9 Fu x(r, x (0), p))dr di + 
j=i 0 0 
T 
+ G (x (0)+ | pa (#) GG, u, x(£, x(0), u)) dt, ..…, x (0) + 


0 
T 


+ À pa (#) Ga Gé, p, x(, x (0), u))dt}. (30.52) 
Vu la borne pour { € [0, Tl,'|u |[< u,, des fonctions x ({, x (0), pi) 
et la continuité de toutes les fonctions dans l’accolade, la norme de 
l'expression dans l’accolade est bornée pour |u | u, par un 


344 MÊTHODES NUMÉRIQUES [CH. V 


nombre positif M. Soit u, suffisamment petit pour que le second 
membre de (30.52) appartienne pour | u | << u, au parallélépipède V. 
La chose est possible parce que l’accolade est bornée pour | p | < lu 
et le point Fest intérieur à V (be peut être choisi égal à #) . Si l’on 
pose Lo — min (lu, Me, Ro), la solution de l'équation (30.38) 
vérifie, pour x (0) = x, (0) et up tel que | u | << u,, les conditions 
aux limites (30.39) (nous avons déjà obtenu ce résultat). Le théo- 
rème est démontré. 

Passons au cas où le point commun de l’hyperplan (30.50) et du 
parallélépipède V appartient à la frontière de V: F, € l'y. Suppo- 
sons que le problème (30.38), (30.40) possède pour F = F, une solu- 
tion. Cette solution satisfait alors à (30.43) avec la substitution 
x (0) — x (0). Etant donnée la possibilité du problème (30.38), 
(30.40), pu = 0, F = F,, prémultiplions les deux membres de (30.43) 
par Af, i — 1, ..., nn — L. On écrit compte tenu de (30.48) et 


a{5 si ps (t) B5 (€) Z () | 27 (x) F(x, pu, x(x)) drdt+ 
j=i 
T 


G(x(0)+[ palt) Gé, u, x(é)) dt, ...,x(0)+ 
0 
T 


+ À pa (0 G (é, p, x(t))dt}=0, i=1,...,n—1. (80.53) 
0 


S'il y a donc possibilité de (30.38), (30.40) pour FT = F, (u fixe), la 
solution vérifie (30.43), où l’on a fait x (0) = x (0), et (30.53). Notons 
Xo (t) la solution du problème considéré pour u = 0 et F = F,. Se- 
lon la Remarque 2 du Théorème 30.1, elle dépend de r — L cons- 


tantes arbitraires x, ({) — xo (f, C1, - « ., Ch_1). Portons x, (t) dans 
(30.53), il vient: 


gi (Cas … da (xo (£; Cyr D LUS 


T 
= A: { > À; p; (#) B;(#) Z (4) ( Z-1 (x) Fr, ji, x (t)) dr dt + 


j=1 


+6 (xo o+| pa (#) Ga (£, ps xo (6) dé, ..., xo (0) + 
0 
T 


+ À pa (9) GC exo) dt}, i=1,...,n—1. (30.54) 
0 


On démontre le 
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TæeorsmMe 30.5. On suppose que 1) les fonctions F (t, u, x), 
Gé, pu, x), wi (y, -.., yà), Bf(t), Q (t) et les matrices P (t), 
B, (t) sont données, réelles et continues pour t E [0, T], |u|< Æ,, 
I x — xo (CN Ryaa I Ya — 33 (xo (e)) IS À, a élant des cons- 
tantes positives, i = 0, ..., k +1; s = 1,. : 2) L'hyperplan 
décrit par la formule (30. 50) coupe le PR AS n-dimensionnel V 
en un point F = F, qui est un point frontière de V; 3) il existe des 
constantes (C9, + +: -» Cn-10) = © telles que 


£i (Ci: .. Cn-I o) = £i (Xo (£, c0))= 0, i= À, ses n— l, (30.55) 


et que le jacobien W (c) des fonctions g,, . . ., g,-, par rapport aux 
variables c1, . . ., Cn-1 soit non nul en c°: 


Ôg1 Ôg 

oc: ÉD dn-I 
W(e@)=| : : |0 

CJ' Ofn-1 

ôc4 Se ss e « e dcn-1 


Les fonctions g1, - . …; &n-1 ro des dérivées dans un voisinage du 
point ©° et les dérivées partielles <£L sont continues en ce point, i = 


=1,...,n—71l; j=1,...,nr— T1 (La condition suffisante en 
est la dérivabilité continue des F (£, u, x), G, (4, FA > 0 PS PRE 
.. Ya) pour [un I< Ro, I x — xo (c°) NS R R+17 IL Ys — y: X 
X (xo (e°)) I < Rs.) 

A lors il existe u, >> 0 tel que le problème (30.38), (30.40), T = F,, 
possède pour tout u, | u | << po, une solution et qu ’il en soit donc de 
même du problème (30. 38). (30. 39). Cette solution s'obtient comme limite 
des approximations successives ci-dessous. Ici x, (c°) est la solution de 
(30.38), (30.40), p = 0, T = Fo, qui correspond à cg, + + -» Cn-1 0- 


DEMoNSTRATION. Cherchons la solution du problème linéaire 
(30.41), (30.40a) avec la substitution x = x, ({). Soit x, (t) cette 
solution. S'il y a existence, x, (t) vérifie évidemment l’équation 


R T 
Axi (0)=To—B— 3 43 | p5(9) (B5()+ 
ji 0 


t 
+ B;(#)Z(t) 24 (x) Q(o) dr) dt + 


t 
+u S 7 P;(t) B; (t) Z (t) ) 2"1(x)F(x, pu, xo(r)) dr dt + 
0 


ji 
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T 


G (xo (0) + À pi () Gi (E, pe xo (#)) dt, ..., xo (0) + 
0 


T 


+ | PR(t) Gr(t, u, xo(é)) dt) } . (30.56) 
0 


Cette équation admet une solution vu l’orthogonalité de son second 
membre à toutes les solutions de l'équation homogène associée 
A*y = 0 (on a les conditions (30.49) et (30.53) pour x (t) = x, (t), 
les premières puisqu'il y a possibilité du problème linéaire (30.38), 
(30.40) pour u = 0, FT = T, et les secondes par hypothèse pour 
x = X, (t)). La matrice À est de rang /, et la solution de l'équation 
(30.56) dépend donc de n — ! constantes arbitraires cj, . . ., Cn_1- 
Choisissons ces constantes de façon que la fonction x — 
— Xy (Ë, Cy, . . ., Cn_-1) satisfasse à (30.53). Désignons par x, ({) la 
solution de (30.41), (30.40a) pour F = F', et la substitution x = 
— X) (t), qui vérifie ces conditions. On définit de proche en proche 
l'approximation d'ordre Ÿ comme solution du problème linéaire 
(30.41), (30.40a) pour L = F, et x = xy_1 (t). Cette solution vérifie, 
quand elle existe, l’équation (30.56) où l’on fait x, (0) = x} (0) 
et xo (té) = xx (ft). On a de même la possibilité vu l’orthogonalité 
du second membre à toutes les solutions de l'équation homogène 
associée (on est en effet dans les conditions (30.49) et (30.53) pour 
X = Xy, (t) par suite de l'hypothèse de récurrence sur le (W — 1)- 
ième pas). La solution de (30.41), (30.40a), où F = FT, et x — 
= Xxy-s (t), est également fonction de rz — L constantes arbitraires. 
Montrons qu’on peut les choisir d’une façon, et d’une seule, pour que 
la fonction x (t) = xx (t, ©, .- .., Cn_-1) vérifie les équations 
(30.53). Ecrivons la solution nil, de (30.56) où l'on a fait x, (0) = 

= Xy (0) et x, (f) = xx-1 (6): 


T 


xy (0) = #1 {To—B— 24, [ 0 [+ 


j=1 
t 


+8,42 [24 (Q + ( p, xx (n))) dr | dt— 
0 
T 
— HG (xn-1 (0) + [ pi(t) Gi(t, , xw (6)) dt, ..., xw (0) + 
0 
T 
+ À pa () Ga (E, he xw (9) dt)}+HaeN, (30.57) 
U 
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avec CŸ = (©, ..., ch-1) un vecteur de composantes constantes 
quelconques, À, et H. deux matrices correspondantes. Remplaçons 
dans (30.42) x (t) par xwy (t) et x par x, il vient la solution de 
(30.41), (30.40a) pour PF = FF, et x = xnt(t), à savoir x = 
= xy(t, c\N). On trouve par son report dans (30.53) que le vecteur 
CN = (c,, ..., Ch_1) satisfait aux équations 


t 
gr (en CE, M) = gi {2 (D [ xx (0) + | 21 (D (QD + 
0 


+F (Tr, u, xy-1(t))) dx |} = gi (CN, u)=0, i=1,...,n—1. (30.58) 


Le système (39.58) a par hypothèse (égalité (30.55)) une solution c° 
pour u —= 0. Son jacobien en c° est non nul, les fonctions g, admet- 
tent des dérivées dans un voisinage de ce point et toutes les dérivées 


: ) : 
partielles EL sont continues en c°. On trouve donc une seule fonc- 


tion continuement dérivable eV (u) qui vérifie (30.58) telle que 
cN (u) = c° pour u = 0. Ainsi, les constantes arbitraires se définis- 
sent à chaque pas comme solutions des équations g; (eV, u) = 0 
dans une petite région autour du point e°. 

Décrivons sommairement le processus itératif ci-dessus. On cher- 
che les solutions du problème linéaire (30.41), (30.40a) pour FT = F, 
et x = xwy_, (t) et on en choisit une pour laquelle il y a possibilité 
du problème (30.41), (30.40a) suivant avec u = 0 et la substitution 
x = xy(t), N = 1, 2, . On a montré Lee ce Ares est défini 
univoquement par le point eo = (C5, : ) et u. Prouvons 
qu’il jexiste u, > 0 tel que le problème (0. 38), 30. 40), Tr = F,, 
admette pour tout u, | u | << Lo, une solution unique. 

On procède comme suit : 
1. On introduit l’espace C” [0, T]. 
2. xw (t)EC"[0, T] entraîne évidemment x,4,(t) EC" [0, 7]. 
3. Evaluons le nombre {|Xy+,—x;{|: 
xnts—xv rl] eN+1—eN + um, |[xy —xv Il. (30.59) 
Cette inégalité résulte de suite des formules (30.42) avec x (t) — 
= Xyn(t) et x = xy (M = N, M = N +1), de l’égalité (30.57) 
et du fait que F'(£, u, x), G, (ft, pu, x) et wW, (y!, ..…., yé) vérifient les 
conditions de Lipschitz. Portons N = N <+ 1 dans (30.58) et retran- 
chons l'identité (30.58). Appliquons la formule des accroissements 
finis de Lagrange, il vient: 
[eN+t —eN || Sum || xy— x | (30.60) 
Les inégalités (30.59) et (30.60) impliquent 


nes — x | ur | Xv — xx |. (30.61) 


348 MÉTHODES NUMÉRIQUES [CH. V 


Dans les trois dernières formules m,, m., m3, m, sont des constantes 
réelles indépendantes de u. Avec pu, tel que uom, = 1, la série 
Xo + (%1 — Xo) + (X2 — X,) +... converge uniformément pour 
|[u | << po sur l'intervalle considéré vers la fonction vectorielle 
continue x (t) qui vérifie (30.42) et (30.43), où x = x. On s'assure 
par dérivation immédiate que x = x ({) est une solution continue- 
ment dérivable de (30.38), et, comme elle vérifie l'identité (30.43) 


avec la substitution x (0) = x (0), cette fonction remplit les condi- 
tions aux limites (30.40) pour F = F,. Le théorème est démontré. 


REMARQUE 1. Si l’on est dans les hypothèses du Théorème 30.5 
pour plusieurs points c°, à = 1, 2, ..., distincts, il existe plusieurs 
solutions du problème (30.38), (30.40), T = T,, dont chacune est 
associée à un point c? déterminé. 


REMARQUE 2. On distingue naturellement le cas où l’hyperplan 
et le parallélépipède possèdent en commun un point qui est intérieur 
à ce dernier, au cas où le point commun se trouve sur sa frontière. 
Il suffit pour cela d’appliquer le Théorème 30.4. 


CHAPITRE VI 


SYSTÈMES DE COMMANDE 
OPTIMAUX EN PROBABILITÉ 


$ 31. Systèmes stochastiques d’équations différentielles 


Soit donnés un ensemble Q@ dont les éléments constituent des 
événements élémentaires et un ensemble F formé de sous-ensembles de 
Q. Nous appellerons événements les éléments de F. Supposons que les 
événements € F forment un corps borélien, i.e. si F,, F,, ... sont 
éléments de F, il en est de même de 


U F; et de N Fi. 
ii i=1 
Admettons que F a pour élément l’ensemble vide et que Q€F; 
si F,,€ F, alors Q/F, € F. | 
Définissons sur F une fonction complètement additive non néga- 
tive P telle que P (Q) = 1.SiF,€ F, alors P (F,) est la probabilité 
de l'événement F,. Introduisons l’ensemble de fonctions E (w), 
© € Q, mesurables par rapport à F, i.e. introduisons pour tout 
À E (—c, —+oo) l’ensemble de tous les points w tels que E (©) < À 
soit élément de F, et notons {£ (w) << À} cet ensemble. 


La fonction 
f() = P {E (0) < À} 


s'appelle fonction de répartition. Il est clair que f(+oo) = 1, 
f (— co) = 0; f (À) est non décroissante et continue à gauche en 
tout point À. Une fonction mesurable E (w) est appelée variable aléa- 
toire (v.a.) et f (À) est la fonction de répartition de la variable aléa- 
toire E. 

S'il existe l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes 


[E(o) dP=E ®, 


Q 


on dit que la variable aléatoire E possède l'espérance mathématique. 
Nous ne nous intéresserons dans la suite qu’à des variables aléatoi- 
res telles qu’il existe l’espérance mathématique de leur carré. Dési- 
gnons par L, l'ensemble de toutes ces v.a. définies sur Q. Etant données 
k va. E;, E,, . .., Er, on dit qu'elles ont dans leur ensemble pour 
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fonction de répartition f (À,, . . ., Àz) définie par l'égalité 
f (as +. An) = P {BE (©) M, +. -, Ex (@) << An}. 


Plusieurs variables aléatoires sont dites indépendantes si 


f Gus ces Ar) = f1 (a) X +. X fn (An) 


3 À) = P {65 (@) < A}. 

On appelle fonction aléatoire ou processus probabiliste une fonction 
n (t) donnée pour t € 7, 1 étant un ensemble de nombres réels, et 
n (£) est, pour tout ? € T, une variable aléatoire, i. e. elle est pour 
tout t fixe une fonction mesurable de ©, si bien qu’en réalité n (t) — 
= n (t, o). Un processus probabiliste est donné avec toutes les fonc- 
tions de répartition à plusieurs dimensions de n(t,), n (4), ... 
..,. nr), 4 = 1, 2, ..., pour tout choix des nombres #,, ... 

..…, 4 ET, ce qui équivaut à la donnée de 


f (us oo es Ah Us ces tx) = P IN (En Ag ose 1 (nr) < Az). 
Soient t;, t. deux points quelconques de 7. La fonction de deux 


arguments 
r (ti, te) = E In (h) n (2)] 


s'appelle fonction de corrélation du processus probabiliste n (t). Dans 
le cas de deux processus n ({) et E (4) donnés, on définit leur fonction 
de corrélation mutuelle pari 


ren (as Le) = E [E (4) n (t2)l. 


avec 


Il est clair que 
rfi, te) = T'(tos da) €t ren (ls de) = ne (ail 1). 

Supposons que la fonction aléatoire n ({) est donnée pour 1 € 
€ [0, kj, À > 0 étant une constante. Nous dirons que n (f) est con- 
tinue en un point t € [0, k] si E [n (t) — n (t)]° —- 0 pour t tendant 
vers t. Si r (t,, t.) est la fonction de corrélation de n ({), cette der- 
nière fonction est continue en 7% si et seulement si r (4,, t.) est con- 
tinue par rapport à ses arguments en {, = tet en {, = 1. Cette af- 
firmation découle de deux inégalités ‘suivantes: 


EMm@—n@f< Int D —r(, D I+21r(t 7) —7r( 7), 
frs, 4) —rl(r, 1< {E nf (9) E In 9 — n GIF + 
+ {E In (DÉE In (s — n MP}. 
L'étude des équations différentielles gouvernant l'évolution 
d'un objet sous l'effet de perturbations aléatoires fait appel aux 
notions d'’intégrale et de dérivée d’une fonction aléatoire. L'intégrale 
h 
| n (t) di 


0 
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s’interprète, suivant Cramer, comme limite en moyenne des sommes 
de Riemann. Partageons [0, h] en intervalles partiels par les points 
O=t<t;,<...< ts = h. Fixons les points 7; dans les inter- 
valles [t;,, {1:11 et déterminons la variable aléatoire 


Ss—= 2 N (Ta) (ln+1 — tr); 


avec Ô = max ({p41 — tn). 
On dira que n (t) est intégrable et 
h 


(6 di 


existe si l’on trouve une variable aléatoire E telle que 
E (Sy — E) + 0 pour ô —+ 0, 


où E ne dépend pas du procédé de partage de [0, }] ni de la façen 
dont Ô tend vers 0. Une condition nécessaire et suffisante d'existence 
de £ est que la suite de variables aléatoires S4 converge pour ô — U 
vers un de ses propres éléments. Cette circonstance nous autorise à 
affirmer que l'intégration du processus probabiliste n ({) a lieu si 
et seulement si sa fonction de corrélationr ({,, t.) est intégrable 
sur le carré 0 < #,, t,. <h et 


h RO 
ET n (é) dt] = jrs, 4) dt, dt. 
0 0 0 


Passons à la notion de dérivée d’une fonction aléatoire. Nous 
dirons que la fonction aléatoire n (ft) est dérivable pour t = x s’il 
existe une v.a. £ telle que 


E [aan —E] 0 
PT 

pour t—> tTet t =£ t. La fonction aléatoire n ({) admet des dérivées 

au point Tsir ({,, {,) possède au point t, = {, = * des dérivées par- 

tielles par rapport aux arguments et une dérivée mixte. Considérons 

la suite n, (t). Si 


E [na () — n (4) — 0 pour r — + 


uniformément par rapport à t € [0, h] et si n, (t) sont continues, la 
fonction aléatoire n ({) est continue elle aussi. Soit f, (A1,. . ., Àp, 
ir + - +, tr) la fonction de répartition de dimension finie du processus 
probabiliste mn, (f) et f (A, - .- ., Àn, 1, . . ., tx) la fonctionYana- 
Jogue de n (t). Si 


An (+) — 10) 
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quels que soient t € [0, h], alors 
fa (A, CCE T Àps Li . + tn) — f . Àp, Lis e © 3 ln) 


au moins aux points de continuité de la fonction f. En effet, n, (t) — 
— n (t) en moyenne pour tout t fixe, ce qui entraîne la convergence 
en mesure Mn (ty) > n (t;), j = 1, ..., k. Autrement dit, on peut 
associer à tout & >> 0 et Ô >> 0 un  (e, Ô) tel que 


P {10 (a) — mn (D IS 8, ..., | (x) — m (4) 1> €} < 


quand n > N (e, Ô). 
Désignons par G; l’ensemble de points w dans l’accolade; on 
a alors 


{n (1) <h—Ee,k.., n (x) Li —Ee} € 
(eu {Nn (CARAUT Mn (NEIL 
ce fn) <h+e, -.., n (4) << +e}. 


Ces inclusions ont lieu à l’ensemble G, près. Déterminons la 
mesure de ces ensembles et passons à la limite pour e —> 0, ô —+ 0, 
il vient LP (À, is À) Li s 34 tr) — f (a; M es Àp: L,, Ses ln) 
aux points de continuité de f pour z —> + co. On voit donc que, 
lorsqu'il s’agit du calcul approché, on peut utiliser f, à la place de f. 

Considérons le système 


X— 1% V1) (31.1) 

où 

X — (Z1 nr Zw); Y — (Y1s ES Ym)» Î — (F1 3 fn). 
Supposons que: y, sont des fonctions aléatoires données pour t € 
€ [0, T]; les composantes de x sont des v.a. € L,; la fonction 
f (x, y, t) est donnée pour n’importe quels x, y de dimension finie 
et tout € [0, T] et vérifie les conditions: 

1) les processus probabilistes y,, . . ., ym Sont continues, 

2) les fonctions f,(x, y (f), t) sont continues simultanément 
par rapport à x, {, i.e. on a, quels que soient les vecteurs x, x et 


les nombres t, t choisis: 


EIf,(x, y (t), t) —f (x, y &), D <e 
pour 


N = = 
D E{x,—x P+[t—t]< ô, 
s=1 


avec e arbitrairement petit si Ô est suffisamment faible; 
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3) les fonctions f,, s = 1, ..., N, vérifient la condition de Lip- 
schitz 
E [fs (x, Y; t)— fs X, y; t)P<L 2 E (Xs — Xs)°, 

&— 
de constante L indépendante de x, X, y, t. 
Soit x" un vecteur initial de composantes € L.. On pose 
t 
x) ()=x0+ | f(x-D (x), y(t), t)dt, n—1, 2,... (31.9) 
0 
Montrons qu'il existe k => 0 tel que les composantes de chaque 
x® (4) soient dans [0, k] des fonctions aléatoires continues en t, 
qu’il y ait convergence uniforme de (31.2) vers x (t), t € [0, R], et 
que x (t) ait pour composantes des fonctions aléatoires continuement 


dérivables et | 
x (0) = x 2x (£) = (x (£), à À (£), L). 


En effet, la continuité de x‘? entraîne la même propriété de 
x°® (4) vu le caractère continu de f. Toute composante de f, (x"*-?, y,t) 
possède alors une fonction de corrélation continue; il existe donc 


| f(R-0 (7), y (D, D à, 


0 


et chaque composante du vecteur x‘ (f) constitue un processus pro- 
babiliste cortinu. 


Etablissons la convergence de la suite x” (t). On a 
ê£ 
ab (6) — x (2) = | 1 (x (9), (9), D — (M0 (0), y (D, D] dr. 
0 
(31.3) 


Multiplions scalairement terme à terme par x"*1 (it) — x (t) 
et prenons l'espérance mathématique des deux membres, il vient 


N 
E ( D [a+ 0 3502) Æ 
s—=1 
t 


N 
= [ET @f+0 200). (7 (00 (0), 7 ©, D — 
0 s=1 


—f, (xm 0 (x), y (x), t)) | dr. (31.4) 


23—0::6 
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On trouve à partir de cette égalité 


E (x pit) STE (> Rep) 
s=1 3= 1 


? N 


++ ( E (D (x (0), y), D— (0 (9, y), DE) de 
s—=1 


(U) 


N t N 
HE (Diet) HE À & (D La (0) — 287 D (DE) dr, 
== 1 0 s—=1 


(31.5) 


N étant l'ordre du système (31.1). 
Désignons par S,:, (t) le premier membre de (31.4). Les inégalités 
précédentes entraînent 


t 
San () Sr | Sn (t) dr. (31.6) 


0 


Posons h<< min (2, T) et approchons dans l’intervalle (0, hl. 
On a alors 
? 
San (Ka | Sn (td, 


Û 
où a = VL/(2 — h). On tire de (31.6) 


ann 
n\ 


Sn+1 (£) < 


mn, 


avec m > 0 une constante pour laquelle S, (4) < m si tE [0, l. 
La dernière inégalité montre que la suite x” ({) converge en moyenne 
dans ZL, vers un de ses éléments, et il existe alors, aux termes du 
théorème de Riesz-Fisher, un vecteur x (t) de composantes € L, 
pour tout £ € [0, 7] fixe. Etant donnée la convergence uniforme de 
x‘ (t), les composantes des vecteurs x (t) sont des fonctions aléa- 
toires continues et f, (x (t), y (t), t) possèdent alors des fonctions 
de corrélation continues. Il se trouve, par conséquent, que x ({) 
a ses composantes continuement dérivables et qu'il satisfait donc 
au système (31.1) dont il constitue la solution avec la condition 
initiale x (0) = x°. 
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$ 32. Commandes nominales optimales en probabilité 
dans des systèmes linéaires 


Soit 
x) =A()x+B(tbu +f() +LC(DY (32.1) 


un système d'équations qui gouverne le mouvement d’un objet dans 
l’espace de phase de coordonnées z,, . .., x, sous l'effet des varia- 
bles de commande u,, ..., u,. 

Les éléments des matrices A, B,C', ainsi que les composantes 
du vecteur f, seront supposés des fonctions continues réelles pour 


tE[0, T]. u,, ..., u, sont des fonctions continues par morceaux, 
données pour £ € [0, 7] telles que |u; | 1, j = 1, ...,r. Lé 
vecteur YŸ ({) a pour composantes y (f), . .., Ym (t), processus 


probabilistes continus pour t € [0, T1]. Désignons par Z (t) la matrice 
fondamentale du système homogène 


x=A(t)x; Z(0)=E, 
avec E la matrice unité. Le processus probabiliste défini par (32.1) 
avec la condition initiale x (0) — x‘ se met alors sous la forme 
4 
x(t)—Z(t)x0+ | Z(t)Z-'(t)(Bu+f+CY)dr. (32.2) 
0 
Soit donnée une région S de l’espace de phase. Posons 
J(u =P{x(D ES). (32.3) 


La fonctionnelle J est la probabilité pour que l'extrémité droite 
de la trajectoire du mouvement stochastique décrit par le système 
(32.1) arrive dans S. Le problème est de trouver u,, . .., u, telles 
que J soit maximale dans la condition |u; |< 1, j = 1, pe 
Sa résolution est ardue dans le cas général. Voyons ce qu’ on à à 
faire dans certains cas concrets. Cherchons d’abord les espérances 
mathématiques et les variances des composantes de x (t). On a 

Li 
E{x(t)]=2 (t) E [x] + | Z(t)Z"1(r)[Bu+f+CE(Y)]dr. (32.4) 
U 

Désignons par &, ..., a, les composantes du vecteur E (x). 

On obtient facilement la représentation suivante pour chaque a, : 


t r 
a, = a «+ | S'es(t, ruy(t)dr, s=1,...,n. (32.5) 


O0 j—=1 
On a pour la variance des composantes de x: 
Di() =Efz,() —a,(t)f, s—1,...,n. (32.6) 
23% 
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Il en résulte que la variance en question se définit par les fonc- 
tions de corrélation et les fonctions d’intercorrélation des fonctions 
aléatoires y,, . . ., y» et elle ne dépend pas des commandes u,, ... 

., Ur. Admettons que la composante x, (f) est répartie suivant 
une loi normale avec l'espérance mathématique £ [x, (t)] = a, (t) 
et la variance D, (t). Posons 


Ji (uw =P{Ix (D) 1 1}. 


La fonctionnelle J, constitue la probabilité d'arrivée de l’extré- 
mité droite de la trajectoire stochastique x (7) du système (32.1) 
dans la couche n-dimensionnelle —/ < zx, < LI. Il s’agit de choisir 


üy, - - ., Ur de façon à maximiser J, (u) sous la condition |[u,; | < 1, 
j = 1,..., r. Cette fonctionnelle admet la représentation suivante : 
l 
22 1 _(z- a (7) 
J (u) = j 7sra or (—-Sie) dr. (32.7) 


Il en résulte que J, (u) atteint sa valeur maximale si et seulement 
si [a (T) l'est le plus petit possible parce que J, (u) est monotone 
croissante avec & (T) . si a (T) > 0 et elle l’est avec 
a, (T) croissant si & (T) < 0 

Désignons par uY, j — 1, ..., r, la commande optimale. Si 


T r 
a (T)>0 et d(T)—( Sla(T, Di&>0, 
0 j—=1 
alors _. 
uj — —sgncys(T,t), 
et si : 
ad(T)<O et af m+ | D bu (T, Dldr<0, 
j=1 
alors 


uU = sen cs; (T, T). 
Ainsi, dans les cas considérés, 
uf9 = — sgn [a (The (T, Ti]. 


Avec ces commandes, la valeur optimale de la probabilité de 
l'événement « arrivée » est donnée par : formule 


l [z—a(0) (7) + sgn a{°) À : leuy(T, nu 
exp 
dx 


U j=1 
205 (7) 


us V2 Din) 


e 
- 
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Mais si 
T r 
(1>0 et aÿ/— | Sas(T, DIé<0, 
0 j—1 
les commandes optimales sont en général une infinité. On prend 
en qualité de l’une d'elles la commande ci-dessus avec [0, £,] pour 


domaine de définition. Quant au mouvement sur [t,, 7] de l’objet 
ainsi commandé, il est libre: 


u9) — — Sgn ac, (T, t), 4 € [O, Lo], 
u$” = 0, LE [o; T], 


t, étant la plus petite valeur de t pour laquelle 


L, Fr 
a” = | S'leutT, t)ldr. 
0 j=1 
Si a (T) << 0, t, est cherché comme la valeur minimale de t pour 
laquelle 


lo r 
a{0) (1) + | S'leu(T, ddr =0. 
0 j=1 
L’objet peut évoluer en régime libre non seulement sur le dernier 
tronçon de la trajectoire, mais aussi sur un (ou plusieurs) intervalle 
partiel 2 E [£,, t.] à condition toutefois qu'ils satisfont tous à la 
condition nécessaire suivante. Désignons par À la réunion des inter- 


valles en question et par À leur complémentaire par rapport à 
[0, 7]. Si 
uf9= — sgn af” (T) ca; (T, t) 


quand tE À et uw = 0, tC A, cette commande est optimale pour 


aOT _ sgn a (T) | S'leuy(T, T|dr=0. 


à j=1 


Soient a;, j — 1, ..., n, les espérances mathématiques des 
Lys + + «+ En (comme plus haut). Ces quantités admettent alors la 
représentation 

T r 


aj= a+ | > bjiui dt, j=1, ss) 7 (32.8) 

0 i1 
Supposons une fois de plus que d;, j = 1, ..., n, sont les varian- 
ces des z,, . .., x, et que les variables aléatoires z, (7), . .., æ1 (T) 
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sont indépendantes et suivent une loi normale. Ces variables ont 
alors pour fonction de répartition commune 


FO ces An) = Fi (ha) Fe (ho) + + + Fr Qn) 


avec F; (À;) la fonction de répartition de la variable aléatoire x; (T), 
j =1,..., k, si bien que 
de 
| À Cor 
F; (A) Va, J exp 7 } dx. 
Posons 
J'(u) = P{a(7),..., m (T) ES}, 


où P est la probabilité de l'événement dans l’accolade. L'ensemble S 
est le parallélépipède de dimension x 


—l, < zj3< L,, RES PR k, l, > 0. 
La fonctionnelle J se récrit 
J'(u) = J, (u) J, (u)... 7, (u), 


l 
4 | (x —a;) 
# 


Plus haut, nous avons obtenu la commande nominale optimale 
en probabilité dans le cas  — 1. Proposons-nous de résoudre le 
même problème pour 4 => 1. Diverses méthodes des approximations 
successives feront l’affaire et nous en citerons quelques-unes. Sup- 
posons que la commande u‘” = (u!°, ..., u‘°) est optimale. Les 
fonctions u$°’ peuvent prendre les valeurs —1, 0,+1. Choisissons 
un point tE[0, T] tel que la commande uf°” conserve sa valeur 
dans l'intervalle [t — e, t + el, où € est suffisamment petit. On 
suppose, en d’autres termes, que t n’est pas un point de commutation 
pour u{ et que €; = uf” (t) peut être ou bien +1, ou bien —1. 
Déterminons u‘’ comme suit : elle vaut —e; pour t € [tT — €, T + E] 
et u® pour £E[0, Tlet t&(T—e, t +e). Considérons la com- 
mande 


ut — (09, ...,u50,, 10, 260, ..., ut). 
Vu l’optimalité de u‘°, on a nécessairement 
J (u®)>J (ut) 
pour t ut e >> 0 suffisamment petit. On a par substitution a; = a; (u) 
aj=a;(ut0))+6ô,—a; (ut), j—1,...,k. 
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La fonctionnelle J (u) est une fonction analytique des 6,, ... 


, Ôr pour u = u®. Développons-la en série suivant les puis- 
sances des Ô1, - -., Ô, en nous limitant aux termes linéaires, il 
vient 


k 
J (u(®)) = J (u(0)) + 2 C0, + ..., 


où 
__ àJ (u(0)) : 
Pb B,=...=8,—0, a 
Donc 
J (u(°)) 
= | — u(0) 
= [% IC Je (u(0)) [o,—...—6,=0" 


La dernière formule entraîne 


Foxp (— ist) 


F0 V2 d 
[+ ai (uO) )] AC) 
24? Ji (a) | 
Il en résulte que c,; et—a,; (u‘°’) sont de même signe, i.e. 
sgn c; = —sgn a; (u‘°). 


Supposons qu'on a, pour tout & >> 0 suffisamment petit, 
R 


2 ciô Æ 0. 
i=1 


R 
Alors 2 cd, <<0 vu l’optimalité de la commande ut). 


1æ 1 
Cherchons l'expression effective de 6;: 


T+e T+e 
ô; = €; (u(0)) — €; (u(0)) — —2 | ejb;; (t) dt— —2 ( u(ob;; (4) dt, 
tT-e T-£8 
d’où 
k tT+e R 
>, C0 — — 2 | (> cibi) us) dt. 
i=1 t-e i—1 
La condition d’optimalité de u‘°' entraîne, nous l’avons vu, que 
Tt+e R 
| ÿ cibiju$” d> 0. 
tT-e i=1 


Donc 
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k 
u") = sgn 2 Cibij. (32.9) 


Cette expression coïncide en fait avec celle obtenue pour # = 1 
si l’on se rappelle qu’avec ce k on ne trouve qu’une seule quantité 
C, de même signe que —a,(u‘”) et donc de même signe que —a° 
dans le cas d’absence du tronçon de mouvement libre et de 


0 = __ sgn (a(°,). (32.10) 


U; 
Quand k£ > 1, on utilise cette formule pour construire les appro- 
ximations successives. 
Soit ut’ une commande. Utilisons-la pour chercher c;,, . .., C1 
tout comme on a calculé c;, . .., c, à l’aide de u®. Posons ensuite 
R 


n 2 cubiy, ÉELO, T1. 


La commande 


(2) 


» ) 
u® = (ui, ..., ut) 


constitue la seconde approximation. En continuant le processus, 
nous aboutissons à la suite ut, u®, ..., u°”, ... des approxi- 
mations successives dont la convergence reste une question ouverte. 
On peut interpréter le système d’égalités (32.10) comme système 
d’équations intégrales non linéaires qui permettent de définir les 
commandes optimales. Le procédé d'approximations successives que 
nous venons de décrire, n’est alors rien autre qu’une technique usuel- 
le de résolution de ce dernier système. On passe de (32.10) au système 
d'équations algébriques pour déterminer les constantes ©,, . .., c;: 


= Ml: Gh 22h ;:-: 0 (32.11) 


Ce système s'obtient par substitution de (32.10) dans les formules 
pour c;. On le résout par une méthode d’approximation. On recherche 
par exemple par tâtonnements le minimum de la fonction 


k 
V = 2 (Ci — Pi (Cas - .., cr)? 


Si ct, ..., c® est la n-ième approximation de la solution de 
(32. 11), les fonctions 


uf") = sgn ù bi, i=1,...,k, 


constituent la n-ième approximation de la commande nominale 
optimale. 
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Passons au cas où les fonctions aléatoires y, (t), . .., Ym (t} 
sont indépendantes de t et constituent donc des variables aléatoires 
que nous noterons E;, ..., E,. Soient F,, ..., F, les fonctions 
de répartition respectives. Admettons de plus que E,, ..., £,, sont 
indépendantes et que les données initiales définissant la solution du 
système (32.1) sont ou bien déterministes, ou bien font partie des 
variables aléatoires en question. E,, . .., EM ont dans leur ensemble- 
pour fonction de répartition 


Fm, -.., Am) = Fi (M). - : Fm (Am). 


On construit avec son aide la fonction de répartition G (À) de la 
variable aléatoire x, (T). Soit 


m T r 
Zi (T) — D Vi: + | D bju; dt + af’. 
i=i 0 j=1 


Fixons dans l'espace de m variables À,, ..., À un domaine 
S (À) défini par l'inégalité x, (T1) < À. On a alors 


G(À) = | dF (Aus... Âm) = 
S() 
— —mËm +4 ET) 
m 


Ho +00 
= [ a4r.Œ) | F7. En. ( Fm (Em). (82.12) 


Il en découle la représentation suivante de G (À): 
T Fr 
1 1 
G (à) — G(— (aa — | > busat)). 
Ù j=1 


Proposons-nous de trouver la commande nominale u® qui 
maximise la fonctionnelle 


J(wWu=P{Ixi< 1} 


Désignons respectivement par & et B la valeur minimale et la valeur 
maximale de 


TT 
1 {0 
mn (a > u;b; dt) 
et par «&* le point de l'intervalle [«, fl où 


A 1 À Pa 1 
Li Lhe Led mt 
prend sa plus grande valeur en tant que fonction de a € [æ, B]. Si 
æ* coïncide avec & ou B, la commande optimale est alors donnée 
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par la formule 
u®= —sgn{((a—x°)b;], j—1,...,r, (32.13) 


et si a << a* << $, la commande nominale optimale n’agit que sur 
une sous-trajectoire. 

Supposons qu’aux points où elle s'applique, la commande u{ 
est définie par (32.13). Pour le système en régime libre on a u{°? = O, 
‘et les intervalles commandés se définissent par l'égalité 


T r 
a + S bu dt= a 
j=i 
Ainsi, le problème de détermination de la commande optimale 
se trouve complètement résolu pour n’importe quelles lois de répar- 
tition des variables aléatoires du système (32.1). 
La fonction de répartition à plusieurs variables G (À, . . ., Àx) 
des v.a. z (T), ..., x, (T) s'exprime par F,, ..., Fm. On cons- 
truit moyennant cette fonction la fonctionnelle 


J(wW=P{IzI<h,..., [a (D I< h} 
qui est la probabilité pour que la solution de de (32.1) 
arrive pour { = T' dans le domaine ||z;, [| < L,, j = 1, , K, 
z;j E (—o0, +Hoo), j = 1, ..., n. Comme plus faut, on propose 
pour cette fonctionnelle une méthode de recherche de la commande 
nominale optimale par des approximations successives. 


$S 33. Réglage des gains en boucle ouverte 


Les lois de commande se présentent souvent comme combinaisons 
linéaires de certaines expressions dont les coefficients constituent 
les gains du système. Une fois qu’on est fixé sur la configuration de 
la loi de commande, la préoccupation majeure de toute personne qui 
conçoit un système de commande, est de rechercher les gains qui 
garantissent les performances les meilleures ou celles voulues. 

Les cas sont nombreux où les gains restent constants sur tout 
l'horizon temporel. Il y a donc intérêt à établir la loi de leur réglage 
qui élève les qualités du système. 

Supposons que le mouvement de l’objet est gouverné par le 
système différentiel 


x—= At u)x+f(i) +C(t) Y(e, (33.1) 


avec 
At, u)=4A(i) + à Bi(t)u; (+). (33.2) 


Les matrices À (ét), B; (t), i = 1, ..., r, C (t) et le vecteur f (4) 
jouissent des mêmes propriétés que dans le paragraphe précédent et 
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les commandes u, (ft), ..., u, (t) sont encore des fonctions continues 
par morceaux données sur [0, 7] telles que 


T pr 
| Su? (t)dt SK. (33.3) 
0 i=1 
Les composantes du vecteur Y (f) = (y, (£), . .., ym (t)) seront 
assimilées (comme plus haut) à des processus probabilistes. Posons 
ay = E (x.), dy = E (x, — as), s—=1,...,n. 
Ici x, ..., x, est solution stochastique du système (33.1) qui 
est donnée pour t € [0, Tlet vérifie les conditions initiales 
Lslt=0 7 25, 


a, s = 1, ..., n, étant des variables aléatoires. 

L'espérance mathématique a,, la variance d, et les variables 
d'état x, sont fonction du temps et du choix des variables de com- 
mande u,, ..., u,. Désignons par Z (t, u) la matrice fondamentale 
du système homogène 

dx/dt = À (t, u) x, (33.4) 
auquel cas 
t 


a Z(t, u)ao+ | Z(t, u)Z (x, u)(f(d)+C (HE (Y()ldr, (33.5) 
U 
où 
a (4;,.::,4,) a={a;,.:.:;0), Et), S=1,.::,n. 
On trouve moyennant (33.5): 


ñn 


d,=E(r,—a)=E (X zu (t, u) (2?—at)+ 


i=i 


t nn m 
+ Da ru) D'as(u—E (ui) . 
0 i=1 j=i 
Ici 
{zsi(t, t, u)}={Z (ét, u)Z(x, u)}s, 
et c;; est élément de la matrice C,s,i = 1,...,n;j—1,..., m. 
Sous l’hypothèse que les v. a. z°, . .., x£ sont deux à deux indé- 


pendantes, que 2°, ..., 2% et y, - .., Um possèdent la même pro- 
priété et que y, . .., Ym Sont mutuellement indépendantes pour 
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tout i, on a 
n tt 

de Da ua ( [D 2, H, 8) k;(4, 4) des de. 
= 0 0 


i=1 ) 


2= 


m 


Li 


k; (ti, te) = E {[y; (ta) — E (y; (ta))] (y; (te) — E (y; (t:))]}; 


ñn 


ls; —— (> Zsi (, Li, u) Ci (t:)) (2 Zsi (é, Lo, u) Cij (£2)), 


i=1i 


S=l;:s nt )=1,.;.:,. M: 


Considérons le vecteur aléatoire x (x, (7), . .., zx, (T)) dans 
l’espace de phase. Admettons que ses composantes sont réparties 
suivant une loi normale avec l'espérance mathématique a, et la 


variance d,. Soit S un domaine de l’espace de phase. Posons 
J(u =P{x(DES}. 


La probabilité pour x (7) de tomber dans S est une fonctionnelle 
à valeurs fonction des u,, ..., u,.. Nous dirons que les commandes 
u°, ..., u? sont optimales si elles rendent J (u) maximale dans 
la condition (33.3). 

Considérons le cas important de S défini par les inégalités 


—L< 2, < L. (33.6) 
Dans ce cas, 


L 
J (u) RE | exp ( 2) dx. (33.7) 
1 L 1 


Supposons qu'il existe une commande optimale relativement 
à la fonctionnelle (33.7). On admet naturellement qu'elle vérifie 


T r 
| D'ui(t)dt=k (33.3) 
0 i==0 
et que 
J (uw) 2 J (u) 


pour n'importe quelles commandes u,, ..., u, assujetties à Ja 
contrainte 
T 7r 
k—5< | S'ut(t)dt<k, 


O0 ii 


ô étant une constante positive. Quelles que soient les commandes 
admissibles v,, . .., v,, fonctions continues par morceaux données 
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sur [0, T] telles que 
T r 
| Dur dt 0, 
0 i=1 
on a alors nécessairement, pour e suffisamment petit, 
J (w) > J (w +ev), (33.9) 
et 
T Fr 
sgn E = —sgn [ >: v,u? dt. 
Ù i=1 
Lorsque 
T Fr 
| S vu dt < 0, (33.10) 
0 ii 
on a donc l'inégalité (33.9) quel que soit e > 0 suffisamment petit. 


Il en résulte, pour & = 0, la non-croissance de la fonction du second 
membre de (33.9) et, partant, 


dJide < 0 pour e = 0. (33.11) 


Si le premier membre de (33.10) est positif, on a (33.9) pour 
| e |, e << 0, suffisamment petit, ce qui fait que le second membre 
de cette équation est non croissant avec la diminution de €. D'où 


dJ/de > 0 pour e = 0, (33.12) 


et cette inégalité a lieu si le premier membre de (33.10) est positif. 
Posons 
J T r 
= | > Ov; dt, (33.13) 
0 i=1 
avec ; des fonctions{dépendant de u?, . .., u? et de la forme du 
système (33.1). La relation (33.11) est valable toutes les fois qu’on 
respecte la condition (33.10). Supposons par exemple qu'’alors 
u® Æ0, uv, =0,i=2,...,7r, et v, = au? + w, où 
T 
\ vu dt 
0 
A = —7—. 
\ (u9)3 dt 
Ô 
La fonction w est orthogonale à u°, et l'inégalité (33.10) est, par 
conséquent, vérifiée pour v, = œuf + Pw, avec B quelconque. 
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D e (33.11) a D es ces B réalisent la condition 
T 
Ï S ali dt = | OPEN dt =$ | o,w dt+a upi dt <0. 
0 i=1 
La dernière égalité n'est possible que si 
T 
| O1 dt=0(. 
0 


Cela prouve l’orthogonalité de , à toute fonction orthogonale 
à u°. D'où y, = a,u’ presque partout. On établit par des raisonne- 
ments analogues que 


_n 0 u— 
Pr = Qiu:;, i=2,...,r, 
avec œ, à = 2, ..., r, des constantes. Ces équations se récrivent 


u° — B;q;,  — 1, V3 (33.14) 
où 
T 
\ u9p; di 
Bi ——, i=4,...,r. (33.15) 
| qi dt 


Les deux dernières équations découlent de (33.10), (33.11) et 
constituent des conditions nécessaires d'optimalité des commandes 
u°, ..., u°. En utilisant (33.12) on retrouve (33.14) et (33.15), et si 
uw = 0, alors p, = 0, d’où, une fois de plus, (33.14) et (33.15). La 
condition æ, = 0 s'obtient du lemme fondamental du Calcul varia- 
tionnel. 

Utilisons (33.14), (33.15) pour construire les commandes  opti- 
males par des approximations successives. On pose 


uttt=a(u)B(u)qu(u), i=1,...,r, (33.16) 


où —=u'(ul, ..., ul) est la lième approximation. Le choix de 
a (ul) doit vérifier grus 


| S uit!) dt= k: k- 


i=1 


(ES dr) (Gay \” 
JET 


dt 


donc 
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Prenons pour première approximation une commande ui, ..., ul. 
On construit alors moyennant (33.16) une suite u!, u?, ..., ul 
qui est censée approcher la commande optimale. Passons à la déter- 
mination effective des fonctions @,, . .., @- qui entrent dans les 
équations (33.14), (33.15). On a 


mn nn © Ve RE 


La fonction dJ/de s’obtient donc si l’on connaît da,/de et dd,/de 
donnés De un calcul direct : 


#0 D. Di a° T (T) + 


T n m 
d n = 
Sa a > 7 Zi (TT) D Gitt)+c; (x) E(y;(x)) dr. (33.17) 
0 .=1 j=1 
Les fonctions z,; (T), z, (T, T) qui y figurent, dépendent des 


Us + +, Ur, AVEC U; = u? +ev;, et les dérivées sont calculées 
pour & = 0. De même 


ddy (T) 
de 


n d 
— >. 2zai(T, u) za (T, u) di + 


i=1 
TT 
Hp 
Ù 0 
La matrice Z ({, u) satisfait au système 
dZldt = À (t, u)Z 


et à la condition initiale Z = Æ pour t = 0. 
On pose 


d 
de 


M 3 


(Ts tas te)) kyltss te) dtu dt. (33.18) 
| 


w. 
Î 


Le 
de 


= Ë; 

la matrice Ë vérifie alors la relation 
dE . a : 5 rx | 
+ = À (t, u°) E+ >» Bivibo, 


i=1 


e=0 


où Z, désigne Z pour e = 0. 
La matrice £ remplit la condition initiale £ — O0 pour t = 0, 


donc 
T 


en=| Zo(T) Z;* (6) S BiviZo(t) dt. (33.19) 


iz{ 
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On vérifie aisément que 
dz 0. 
LH — = Eu (T). 
Ainsi, on connaît la forme des termes qui ne sont pas sous le 
signe | dans (33.17), (33.18). Pour déterminer la forme des termes 
sous le signe somme, on cherche les éléments de la matrice 


Z(T, = 74 (x)+Z(T) À Zi (x). 


Quand 8e —0, on a 


daZ (T, = =: = 
DE (7) 25 (r) — Zo (T) 25! (x) 8 (x) 5! (D) = 
= É(T) 25" (7) — Zo (T) Zo* (7) E (7) ZS* (7) = 
= Zo(T) (Z5" (T) ET) —Z" (x) E (x) ZS° (x), 
car 
dZ”! = 7 
A = 7 ()E (T0) 25 (0. 
Ainsi, 
TD L_Z (T)(ZA(T)E(T)—Z;! Z= 33.20 
= de 0 (Zs (T)E(T) o (TDE(t))Zs (tr). (33.20) 
Il résulte de (33.19), (33.20) la validité de (33.13), les fonctions 
ses DES "exprimant de façon unique par l'intermédiaire des 
éléments de Z, Z”''et E ainsi que par les caractéristiques probabilistes 


des conditions initiales du problème et les fonctions de corrélation 
des processus aléatoires y,, . .., Ym- 


$ 34. Détermination d’une commande nominale 
dans un système stochastique non linéaire 


Soit un objet dont la conduite est décrite par le système diffé- 
rentiel 


dzr,/dt = fa (x, y Ln: Us co es Ur Yo °°) Ym)s 
s—1,...,n, (34.1) 


où zy, . .., Zn Sont les variables d'état, u,, . .., u, les variables 
de commande et y,, ..., ym des fonctions aléatoires. Soit [0, T1] le 
temps de transfert et x, (t), ..., x, (t) solution stochastique du 
système (34.1) commandé par u, = u, (f), ..., u, = u, (t) avec la 
condition initiale x, = 2? pour { — 0, s — 1, ..., n. Désignons 
par J (u) une fonctionnelle définie sur les courbes intégrales de 
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(34.1). Ce sera, par exemple, la probabilité pour qu’un vecteur aléa- 
toire x (7°) arrive dans une région donnée de l’espace de phase. 

Les commandes u,, ..., u, seront supposées soumises à cer- 
taines contraintes et u®, . .., u, désigneront la commande qui vé- 
rifie ces contraintes et qui maximise, parmi toutes les commandes 
admissibles, la fonctionnelle J (u). Proposons-nous de rechercher 
cette commande dite optimale. Nous allons décrire un algorithme 
de résolution approchée de ce problème. 

Considérons une suite de variables aléatoires £,, E, . . ., telles 
que 

E (k:65) = 0 pour iÆ j, 


E()=1,E(tE)=0,i—92,3,... 


Ainsi, cette suite est orthonormée. Sous l’hypothèse de sa com- 
plétude, on a 


Yi l (£) +2 UT (£) TP j = 1, °c... Me (34.2) 


Les séries à droite convergent en moyenne vers la valeur de la 
fonction aléatoire y;, plus précisément 


k 
E(y;—1,;— 2 lu ()E) 0 pour k—>+ 00. 
i=1 


Portons dans le système (34.1) les séries (34.2) amputées de termes 
à commencer par E:4,. Le système se récrit : 


dridl= pr Rs ns Di sen Were Chi ses ba). (34.3) 

Déterminons la solution de (34.3) pour u,, ..., u,. fixe. La 
procédure en est la suivante. On se donne une suite de réalisations 
des variables aléatoires LE ES 4. j =1,...,1,et on cons- 
truit les solutions x’, j — 1, ..., l, du système (34. 3) associées 
à ces réalisations et aux Ré initiales 

x = x pou t=0,j—1,..., Ll, 

les conditions initiales étant supposées déterministes. Formons un 
polynôme d'interpolation 


X = TI (é, Es, ee. En) (34.4) 
nt, E, ...1 E) = x, 


i.e. il fournit la solution de (34.3) pour toute suite Ej, ..., Ex, 
j = 1, ..., L. Assimilonsle vecteur (34.4) à la solution de ce système 
pour toute réalisation possible des variables E,, ..., E,. S'agissant 
de réalisations autres que celles choisies, ce vecteur ne constitue 
naturellement qu’une solution approchée. 


24—0456 


tel qu’on ait 
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Déterminons J (u) à partir de (34.4). Dans ce cas, ses valeurs dif- 
fèrent en général très peu des valeurs vraies qu’elle prend sur les 
courbes intégrales du système (34.1). Cherchons la commande opti- 
male correspondante. Pour k et Z suffisamment importants, notre 
résultat et la commande désirée présentent en général entre eux une 
différence insignifiante. On pose par exemple 

T 
J (u)= | E (x(t)—z(t)}° dt, (34.5) 
0 


zZ(t) étant une fonction vectorielle déterministe donnée. Par subs- 
titution de (34.4) dans (34.5) on obtient la fonctionnelle cherchée 


T 
T(u)= fo(t, xt (t), ..., x! (t)) dt, 


où x’ (t) sont solutions déterministes du système (34.3) qui corres- 
pondent aux réalisations adéquates. 

Ainsi, la détermination d’une commande optimale se réduit à la 
résolution du problème de Lagrange. L'inconvénient de cet algo- 
rithme est en particulier la dimension du problème de Lagrange qui 
est à zl variables dans notre cas. 


CHAPITRE VII 


AUTOMATES DIGITAUX DANS LES SYSTÈMES 
DE COMMANDE 


$ 35. Examen sommaire des propriétés générales 
des systèmes de commande 


Soit un objet commandé dont les variables d'état zx,, ..., 2 
et les variables de commande z,, . .., z, sont reliées sur tout l” hori- 
zon temporel par un système d'équations 


detre Zi Si En hs. (09.1 
Etant donné un mouvement nominal 
z,= 2 (t), z=2(t), s—1,...,n; j—1,...,m, (35.2) 


il s’agit de le stabiliser. On résout le problème en déterminant les 
lois de commande, i.e. les fonctions 


8j (é, ZT; CCS Tn: AT . 3; 7 À ] = 4, . 3 m, (35.3) 
telles que le système d'équations 
dzjldt = g;, j = 1,..., m, (35.4) 


joint à (35.1) admet pour solution les égalités (35.2). 

Le système de commande automatique de l’objet décrit par 
(35.1) a cela de particulier que son régulateur représenté par (35.4) 
élabore la vitesse de variation des z,, ..., z, suivant des règles 
prédéterminées, à savoir les valeurs des g; sont fonction des signaux 
de sortie des instruments de mesure. On admet dans la suite de 
l'exposé qu’un système d’appareils de mesure produisant des signaux 
qui caractérisent l’état de l’objet et la position de ses organes de 
commande, est monté à bord de l’objet et, éventuellement, dans 
l’espace environnant. S'agissant d’un objet de série, la loi de com- 
mande (35.3) est en général établie pour un échantillon standard, 
si bien qu’appliquée à un autre élément de la série elle révèle des 
qualités un peu différentes. Il se peut également que la loi soit éla- 
borée pour des conditions normales d'évolution, et elle est détério- 
rée dès que ces conditions se trouvent enfreintes. 

Enfin, le mouvement nominal même dépend par exemple de la 
mission, i.e. la trajectoire autour de laquelle on stabilise l’objet 
peut être remplacée par une autre. 


24% 
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Ainsi, la loi de commande (35.3) néglige les variations des carac- 
téristiques de l’objet et des conditions extérieures et elle ne permet 
pas de passer au besoin d’un mouvement à contrôler à un autre. 
S'il est faux de dire qu’elle n’en tient pas compte du tout, il n’en reste 
pas moins vrai qu’elle constitue une collection de règles présidant 
au Calcul, à partir des signaux de mesure, d’autres signaux qui 
s'appliquent à l’entrée des organes de commande. Si le processus est 
commandé par l’homme, celui-ci profite de son expérience anté- 
rieure pour apprécier tous les phénomènes intervenant en cours de 
route. Le systèma de commande humain possède la propriété de 
classer la situation survenue. Catte propriété s’élabore par expérience 
et apprentissage. Aussi est-2Île sujette au perfectionnement. La 
reconnaissance des formss n'est pas un but en soi, elle permet le 
rézlage de divers dispositifs de stabilisation, et ce rézlage ne s’effec- 
tue en général pas à l’aveuglette, mais selon des règles données ou 
produites par l’expsrience. Ainsi, un systèm23 de commande avec 
la patticipation de l’homm3 est apte à 1) la reconnaissance des for- 
m25; 2) l'apprentissage ; 3) la mise au point de divers composants 
actifs du système. 

Construire de tels systèmes constitue un des plus grands problèmes 
techniques de notre époque. Car il s’agit en fait de concevoir des 
machines qui s’assimilent par certaines de leurs propriétés aux 
organism3s vivants. Le présent chapitre traite ce problème en termes 
des automates digitaux. La construction d’automates bioniques se 
fait en plusieurs étapss: approche générale du problème de recon- 
naissances des formes, d’apprentissage et de réglage; énoncé d’algo- 
rithmes concrets de résolution; description algorithmique de systè- 
mes de commande comprenant ds tels automates. Mettons ce pro- 
#ramme en œuvre et commençons par le problème de reconnaissance 
des formes. 

Soit un espace R d'élémants de nature quelconque et, dans cet 
espace, les ens>mbles W,, ..., M, et un ensemble M. Désignons 


par W,; le complémentaire de M, et par M, un ensemble qui coïncide 


soit avec M,, soit avec M;. Chaque M, dans les formules ci-dessous 
a un sens concret. Notons x, la fonction caractéristique de M, : x; = 
= T; (P), P € R, 


1, PEM,:, 
a = | : 
0, PéM,;, 


z, la fonction caractéristique de M, et z, celle de Mi. Chaque A 
des formules a un sens concret. Supposons M tel que 


L 


M=UMNnMNn...n M). (35.5). 
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La réunion s'étend à des groupes d'indices (à, . .., x n dont 
chacun est au plus égal à ». 
Considérons la fonction 


ft. æn)= V 5... Tige (35.6) 


La disjonction est étendue aux mêmes groupes d'indices. On 
rappelle que 
2, V 2j = max (x, 2j). 


On se demande si PE R donné appartient à M. Utilisons la 
fonction (35.6). Il se trouve que P € M si et seulement si 


(rs 25 2) = 1: 


Si PE M, il résulte en effet de (35.5) que P est élément d’au 
moins un terme de la réunion (25.5). I] appartient alors à tous les 
ensembles dont l'intersection forme l’ensemble mentionné. Par 
conséquent, la valeur sur P des fonctions caractéristiques de cesen- 
sembles est 1. Le terme correspondant dans (35.6) devient alors 1, 
donc f = 1. Inversement, si f = 1 sur P, il découle de (35.6) qu’au 
moins un terme de f devient 1. Or, ce terme est le preduit des fonc- 
tions caractéristiques des ensembles qui constituent l'intersection 
de (35.5). L’élément P fait donc partie de cette intersecticn et P € M. 
Cela montre que (35.6) est la foncticn caractéristique du dernier 
ensemble. Ainsi, le problème « P € M ou P 6 M » admet une solu- 
tion unique s’il existe une « procédure de calcul » qui donne la va- 
leur de la fonction caractéristique f de M. Ceci étant, cn choisit 
M,, ..., M, de façon que leurs fonctions caractéristiques se cal- 
culent sans trop de difficulté. 


EXEMPLE 35.1. Soit un espace euclidien m-dimensionnel de points (y, - - -; Ym) 
et, dans cet espace, les ersembles M, de points scumis aux contraintes 


qi Gars ser Um) SO = 4, ..., ni 
Alors 


_ 1—sgn 4 


Z} 2 , 


sgn qq = —1 pour g; < 0. 
sgng=+1 pour g>0, 
7, -_1+sgn gi 
> 
2 ® 
Le point (y1, - - .; Ym) est élément dd. M si et seulement si la fonction 
fyse +, Ym) Vaut 1 et 


1 — sgn qui (Us, Um) 1 sgn qinÿ 
V (= menu cote). (MS) 

Le sigre — est remplacé par (—) si c'est A; qui figure dans (35.5), et il 
fait place à (+) pour (35.5) avec M4. 


É (Ut, +. Ym) = 
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Supposons donnés, dans R, * ensembles N,, ..., N,; deux à 


k 

deux disjoints et soit P € R un élément de [J N,. On veut connaître 
i=i 

ce V;,, i = 1, ..., k. Admettons qu'on peut construire les ensem- 

bles M,, ..., M, qui recouvrent la réunion des W,, ..., N;, 


R 
en d'autres termes, si P € |} N,, on trouve nécessairement au moins 


i=1 

un entier naturel i < n tel que P € M,. Supposons qu’on forme par 
intersection et réunion sur le système M,, . .., M, des ensembles 
N®, i=1,..., k, deux à deux disjoints tels que Ni? = N.. 
Ainsi, chaque N°’ s'exprime par M,, ..., M, à l'aide d’une formu- 
le (35.5). Introduisons f,, ..., fx, fonctions caractéristiques des 
N®,..., N°. La fonction f; est de la même forme que f définie 
par (35.6). Ecrivons À en numération binaire et supposons que le 
nombre binaire ainsi obtenu possède Z chiffres. Introduisons des 
fonctions p,, . .., @, qu’on définit moyennant f,, . .., fr: 


Pi = V fi. (35.7) 


La disjonction est étendue aux numéros à qui, codés en binaire, 
se terminent par un 1. Posons 


P= Vis Ï=T..., L. (35.8) 


La disjonction est étendue aux numéros i qui, codés en binaire, 
ont une unité à la j-ième place à droite. Avec les fonctions p,, . .., q, 
définies par (35.7) et (35.8) le problème de reconnaissance des formes 


k 
est résolu complètement, à savoir, si P € U N;, il appartient à NW, 
i=1 


si et seulement si ®@y, Pi-1, - - ., P, est une expression binaire à 
chiffres du nombre j. En effet, si PE N,, alors 


fr = 1 et fs = 0, il 5 j. 


Représentons j en binaire et numérotons les positions de droite 
à gauche par 1, 2, ..., L. La fonction f; n'apparaît dans la formule 
donnant ®, que si le i-ième bit est un 1. Il en découle la coïncidence 
de la suite @1, . . ., p, et de l'écriture binaire du nombre j. Inver- 
sement, soit P tel que ps, . . ., p, calculée sur cet élément consti- 
tue l'expression binaire d’un nombre j. @, ne contenant qu’un seul 
terme non nul, le i-ième chiffre binaire de ce terme est un 1 si et 
seulement si p;, — 1. Par conséquent, le numéro du terme de ;, 
à = 1, ..., L, qui devient un 1 et le nombre j sont représentés par 
une même expression binaire, donc P € N,. On décrit l'algorithme 
général de reconnaissance des formes. Connaissant certains ensembles 
qui recouvrent la réunion d’ensembles donnés, on construit des 
ensembles disjoints plus vastes, on calcule leurs fonctions caracté- 
ristiques 1, ..., f, et on détermine par leur intermédiaire les 
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fonctions 1, . . ., ®, qui permettent de particulariser V, contenant 
k 
P si PEU M. 


izi 


EXEMPLE 35.2. Soit À l’ensemble des sommets du cube unité de dimension 
m ou, plus précisément, l’ensemble des points (y, .... ym); y; prennent la 
valeur 0 ou 1. Soit, dans R, k ensembles N;,, ..., N, deux à deux disjoints. 


k 
On demande l'algorithme de classification, à savoir, ss PERet PE U, Ni 


1—= 
on désire reconnaître l'ensemble contenant P. On procède comme dans le texte, 
i.e. on construit les ensembles N{°? deux à deux disjoints tels que N, € N°. 


IL existe plusieurs techniques de détermination des recouvrements. Nous en 
donnerons quelques-unes. 

1. Prenons pour M}, i = 1, ..., n, l’ensemble de sphères de dimension m 
telles qu'on construise avec, par intersection et réunion, des ensembles Ni , 


1=1,...,.k  N,c N°. Le problème de reconnaître N; qui contient P sous 
R 
la condition P € U N;, se résout alors univoquement par recours aux fonctions 


1=]| 
Pis + + -, Pr. Ces fonctions sont déterminées comme plus haut par les fonctions 
caractéristiques des ensembles ;,, ..., M,. Le calcul de ®,, ..., q, en 
chaque point P exige donc qu'on garde en mémoire n (m + 1) nombres qui 
représentent les centres et les rayons des sphères M1, ..., M,. On note que 
le choix des centres et des rayons des M, s'effectue de différentes manières par 


des considérations géométriques ou statistiques. Evidemment, M1, ..., M, 


peuvent être choisis de façon que NŸ”? constitue un recouvrement exact des W Le 
2. On prend pour M;, ..., M, l'ensemble de demi-espaces 


m 
p+ ayyyy+a<O, i=1,...,n. 
J=1 


On obtient par intersection et réunion des ensembles Ni = 1, :-240 


deux à deux disjoints tels que , & N°. Le problème d'identification est réso- 
lu moyennant ®@,, ..., qu déterminées par les fonctions caractéristiques de ces 
demi-espaces. Le calcul des ,, . .., @, exige qu’on conserve en mémoire 
n (m + 1) nombres parce qu'il en faut m + 1 pour définir un plan limitant 


un demi-espace. Les demi-espaces sont visiblement choisis de façon que N° 
recouvrent exactement N;,, i.e. ils ne contiennent que les sommets € W; du 
cube m-dimensionnel. Dans notre exemple, un grand effort mathématique va 
à ‘construire les recouvrements pour lesquels n est minimal. 


Passons au problème d’apprentissage. Soit encore R d'éléments 
de nature quelconque. 

Considérons le système d’ensembles W,, ..., N;, deux à deux 
disjoints, NV; CR, et le système d’ensembles M$ & N,;, i = 
= 1, ..., k. Sachant que P € |J N,; et étant donnée la possibilité 
d'identifier P aux éléments des M£’, i — 1, ..., À, on demande 
N, contenant P. On suppose données des règles d'identification. Les 
ensembles M s’assimilent à l'expérience accumulée. Ainsi, le 
problème consiste à chercher, à la lumière de l'expérience, NW, con- 
tenant P. Les règles d'identification de P aux éléments de l’ensemble 
« expérience » jouent un rôle de premier plan. Elles admettent plu- 
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sieurs énoncés. Acceptons par exemple la façon de procéder suivante. 
Sélectionnons dans À un système d’ensembles M,, i—1,...,n, 


k 
tels que a) ils recouvrent |} N,; b) on détermine, par intersection 


i=1 
et réunion des WM,, ..., M,, N° deux à deux disjoints et conte- 
nant M9, i=1,...,k4. 

Soit x, la fonction caractéristique de l’ensemble W;. On construit 
alors ses homologues f,, ..., f, pour N°, ..., N°. Les dernières 
fonctions caractéristiques permettent d' obtenir Qu, . .., get d’énon- 
cer la règle suivante : P € N, si et seulement si la suite q,, i-1, - . + 

., P1 est l” expression binaire de j. Dans ce cas, le point p appar- 
tient en fait à N°’, si bien que l'affirmation « P € N, » s'avère fausee. 
La règle adoptée élimine cependant cette éventualité. La construc- 
tion des fonctions ®,, . .., ®, constitue un processus d’apprentis- 
sage. Une fois que: ces fonctions sont déterminées, on dit que l’ap- 
prentissage est terminé. 

Le problème a été résolu en un cycle d'apprentissage. Compliquons 
un peu l'algorithme. Les ensembles NW!’ contiennent M, et il 
existe donc des points P pour lesquels 


mi =0, i=1,..., 1, PEU N:. 
Si un P produit le signal nul 
qi = 0, 2 


on prend d’autres ensembles M,, ..., M, qui donrent par inter- 
section et réunion Vi, i = 1, ..., k, N® & N®. Déterminens les 
fonctions caractéristiques q{! des ensembles NV. Si 


pP=0, i=1,...,i, 


la procédure se pot reuit. Mais si la suite q‘”, ..., qi” calculée 
pour P est l'équivalent binaire de j, alors P € N;. 
Arrêtons-nous sur le dernier algorithme. Si; = 0,i = 1, ..., L, 
pour un P, cela signifie que ce point n'appartient à aucun N‘. 
k 


Or, PE J N;, et le recouvrement des NW; par N° est donc partiel. 
nn. P 


» 


1 

L'apprentissage ultérieur se ramène à élargir les ensembles recou- 
vrants. Les ensembles M,, i — 1, ..., n, étant en ncmbre fini, 
on en forme parintersection et réunion au plus 2°" ensembles distincts. 
Si l’on trouve, parmi ces derniers, N;, i = 1, ..., k, deux à deux 
disjoints, N, & Ni, et si l’espace R se ccmpose de points en ncmbre 
fini, le problème est résolu au bout d’un ncmbre fini d’cpérations 
que coûte la construction des fonctions de se se 0 Or 
Avec R infini, on associe à toute suite P,, P., ..., P, € Run nom- 
bre n, tel que l'algorithme correspondant s'améliore ñ fois au plus, 
i.e. il s’arrête après un nombre fini de pas. 
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Toute réponse d’un système qui s’est formé n’est pas juste, car 
M € Nf° n'implique aucunement PEN, pour PEN‘. Mais 
si My, i—1,..., n, présentent certaines propriétés spéciales, il 
se peut que P € N° entraîne P € N;,, d’où une réponse juste. Cela 
se produit par exemple quand chaque ensemble M,, ..., M, ren- 
contre au plus un seul ensemble N,, ..., N;. 

Analysons la question en termes du Calcul des probabilités et 
supposons qu'une mesure probabiliste est donnée dans R et que 
les événements M,, ..., M,, N,, ..., N, sont doués d’une pro- 
babilité déterminée. Adoptons les notations suivantes: 

(8) 4 
a) P(Mi NAS). (2) das 5; NP 
IP p  ,— P(UN) 
it) 


Ici P (N) désigne la probabilité de l'événement NW. Si l’algo- 
rithme amélioré donne la réponse P € N, au s-ième pas, on dit que 
nf” est la probabilité d’une réponse juste et q%’ celle d’une réponse 
fausse. On perfectionne l'apprentissage de façon que nf croisse et 
gf' diminue avec l'augmentation de s. Si les événements M,, ..., M, 
donnent par intersection et réunion des événements Sy, . . ., Sk 
deux à deux indépendants qui coïncident avec N,, ..., Ny avec la 
probabilité 1, alors, quel que soit P € U N;, la probabilité d’avoir une 
réponse juste en un nombre fini de pas est 1 et elle est O0 pour une 
réponse fausse. On note que seuls Mf°, i = 1, ..., k, sont donnés 
dans la pratique (les ensembles W,, i = 1, ..., k, ne le sont pas) 
et on demande de partager l’espace R en Nf, ensembles deux à deux 
disjoints, de façon que M9 & N!”. On effectue ce partitionnement 
à l’aide de M,, ..., M, standards qui recouvrent À par intersec- 
tion et réunion. 


EXEMPLE 35.3. Soit R l'ensemble de sommets du cube unité m-dimensionnel. 


Supposons donnés des ensembles M ,i=1,..., k, deux à deux disjoints. 
Divisons R de façon quelconque en x ensembles N,, ..., N} deux à deux dis- 
joints: UN;=R; Ni © Mi. On utilise par exemple la famille de sommets 
Ms cs M, qui se trouvent dans les demi-espaces 


mn 


D Gteÿs+bi SO, i=1,..., n. 


s=1 


Le partitionnement en question constitue justement le processus d’appien- 
tissage. Le résultat en est la construction, avec Îles fonctions caractéristiques 
a M; des fonctions q1, - .., @, telles que y, soit la fonction caractéristique 

e N;. 


Passons au problème de réglage. 
Soit deux espaces À et S d’éléments de nature quelconque et, 


dans RÀ, k ensembles N,, ..., N, deux à deux disjoints. Supposons 
donnée une fonction s(P, Q), PER, QES, s(P, Q)ES. 
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La fonction s garde une valeur constante pour PE N;,i=1, 

» À, et détermine la règle de réglage : si le système est dans l'état Q 
et qu’ un signal apparaisse à l’entrée de l’organe de reconnaissance, 
on identifie moyennant 1, . . ., @, celui des W,, ..., N, qui con- 
tient P. Si PE N;, le système passe à l’état s (P, Q). Etant donnés 
le signal P et l’état ©, les organes de commande sont affectés à 
l'entrée par le signal À (P, Q). Ainsi, le processus de réglage consiste 
à modifier l’état interne du système de commande et le signal d’en- 
trée des organes de commande. 

Décrivons dans ses grandes lignes le fonctionnement d’un système 
de commande. L'objet commandé possède des instruments de mesure 
et des éléments d’exécution. Les bornes de sortie des appareils de 
mesure délivrent des signaux qui s'appliquent à l'entrée du système 
de reconnaissance. Une fois que le signal est classé, le système de 

réglage se trouve branché et un signal d'ajustement est injecté à l’or- 
gane de mémoire, puis un signal de commande l’est: aux bornes d’en- 
trée des éléments moteurs. On utilise également un automate fini 
{voir paragraphe suivant). 


$ 36. Automates de commande et leur structure 


Le présent chapitre étudie en fait un modèle mathématique amé- 
lioré du mouvement commandé. Le composant principal du système 
est en l'occurrence un automate fini, d'où la nécessité d’en décrire 
la structure. Nous en aurons surtout besoin pour construire le schéma 
fonctionnel complet du modèle mentionné. Le rôle des automates 
finis est de transformer les entrées en des sorties, les deux informa- 
tions ayant la forme de suites finies de signaux, éléments d’ensembles 
finis. Ces ensembles s'appellent alphabet d'entrée et alphabet de sor- 
tie de l’automate. Soit donc trois ensembles finis X, Y, S d'’élé- 
ments de nature quelconque. On se donne la fonction de transition 
ô (X, S) et la fonction de sortie À (X, S) de l’automate, qui sont 
supposé?s telles que 1) 6 (X, S)etA (X, S) sont définies pour À € X, 
SES; 2)6 (X, S)est à valeurs dans S et À (X, S) à valeurs dans YŸ. 


D :FINITION 36.1. Un automate fini A d'ensemble des états S, 
d'alphabet d'entrée X et d'alphabet de sortie Y est défini si 

1) sont définies deux fonctions 8 (X, S) et A(X, S) jouissant des 
propriétés indiquées; 

2) on définit, pour chaque suite finie d'éléments (X,, ..., X;) 


une suile unique (Y,, ..., Y.) d'éléments € Y par les formules 
Yi —. À (1, So); Ye — À (Xe) S1); 4 Ya — À (Xs, S s-1); 
Si = Ô (X1 So); S 3 = Ô (X 2 Si); tee S si = Ô (X 5-19 Ss-2)1 


l'état S, de l’automate A étant dit initial. 
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On exprime naturellement 6 et À à l’aide des tableaux à deux 
entrées À et À dont les lignes sont particularisées par des points 
€ X et les colonnes par des points € S. L'intersection de la ligne X 
et de la colonne S du tableau A donne l’état Ô (X, S), et l'élément 
appartenant à la ligne X et à la colonne S$ de À est le signal de sortie 
À (X, S) € Y. 

Le fonctionnement de l’automate a l'interprétation physique 
suivante. On met l’automate dans l’état initial $, et on applique 
à l'entrée X,. L'’automate entre dans l’état S, = Ô (X,, S;), et on 
a à La sortie Ÿ, = À (X,, S,); le signal X, transfère l’automate dans 
l’état S, = 6 (X:, S;), et il apparaît à la sortie Y, = À (À, Si), 
et ainsi de suite. On entend par entrée de A soit le premier argument 
de 6 (X, S), soit la première entrée du tableau A. La sortie de A 
s’assimile soit à la sortie du tableau À, soit à la valeur de À (X, S). 


“DériNrrioN 36.2. Nous dirons qu'une fonction ® de plusieurs argu- 
ments, o et ses arguments étant à valeurs dans X, définit l'opérateur de 
ramification de l'entrée d’un automate et qu'une fonction 1 de plusieurs 
arguments, v et ses arguments étant à valeurs dans Y, définit son opéra- 
teur de jonction des sorties. 

Si un automate fini À d’alphabet d'entrée X, d’alphabet de 
sortie Ÿ et d'ensemble des états S est défini par les fonctions 6 et À 
et si l’on se donne une fonction @ de À arguments qui est l'opérateur 
de ramification de l’entrée, alors Ô, = 8 (p, S), À, = À (@, S) sont 
les fonctions de transition et de sortie d’un automate fini B d'ensem- 
ble des états S, d’alphabet de sortie Ÿ et d’alphabet d'entrée X,, 
où X, est le produit cartésien de * exemplaires de l’ensemble X, 
autrement dit, il est l’ensemble des mots de longueur k de l’alpha- 
bet X. 

Soit plusieurs automates A1, . .., Ap 


A; = À; (X, Y; SIROELTE Si). 


La formule signifie qu'ils possèdent un seul alphabet d'entrée X 
et un seul alphabet de sortie Y. L’ensemble des états de A, est S,, la 
fonction de transition de cet automate est 6,, la fonction de sortie 
À; et l’état initial S®. Si l'opérateur de jonction des sorties + est 
défini comme étant une fonction de p arguments à valeurs dans Ÿ, 
alors Ô — (5, (X, S,), OO. (X, Su), . . ., Op (X, Sp)) et À = 
= DA (X, S,), -.., An (X, S))) sont respectivement la fonction 
de transition et la fonction de sortie d’un automate B d'alphabet 
d’entrés X, d’ensemble des états S et d’alphabet de sortie Y, où 
S=S, X... X S, sont les produits cartésiens d'espaces. L'état 
initial de B s'écrit 

SO = (50, ...,S0). 


DerintrioN 36.3. Un automate fini A d'alphabet d'entrée X,, d’'en- 
semble des états S = S, X ... X Set d'alphabet de sortie Y, s'appelle 
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cemposilion d'automates AÀ;,, ..., A,, où A; = A; (X, YŸ, S;, Ô:, 
À, Si) si 

1) sont définis p opérateurs de ramification de l'entrée qui dépen- 
dent de n arguments q,, ..., Fretm opérateurs de jonction des sorties 
gui dépendent de p arguments Ÿ,, . .., Vm 

2) la fonction de transition de A se déjinit par la formule 


Ô (X, 5) =, (ô1 (pr (À); S1), + + +» Op (Pp (X), Sp)) 
et la fonction de sortie par 


À (X, S) = (fi (An (q1 (À), S3), Xe (Pa (À), So); 
» ÀAp (Op (ZX); Sp); + + +5 Ym A1 (F1 (X), S1), - - +, Ap (Gr(X); Sp))}r 


avec X = (X,,..., X,) un élément de X,, S = (S,, ..., Sh) un 
élément de S et SS”? = (9, ..., S%) l'état initial ce A. 


Les étapes du fonctionnement de A scnt déterminées de façon 
naturelle. Il correspond à toute suite E,;, ..., E, affectant l'entrée 
de l’automate une suite nn, . . ., n, à la sortie, cette suite étant défi- 
nie comme suit : 


M = À (ES 0), V1 = Ô (Eu Sohs No = À (Ess Va) + - - 
ee.) YŸs-1 — Ô (Es-1 Ys=2); Ns = Ÿ (Es Ys-1). 


Ici E, EX», ni € Ym V1 ES. 

Interprétons physiquement le concept de composition d’automa- 
tes. Soit une famille d'êtres physiques p,, . .., Ph et Q, .- -., Qm 
appelés bornes d'entrée et bornes de sortie respectivement. Appli- 
quons à A;,, ..., A, les opérateurs @,, . .., q, et connectons n 
entrées obtenues par des canaux d'entrée aux bornes p,, ..., Pn 
dans l'ordre prescrit par la suite À = (x,, ..., x,) € X,. Appli- 
quons à À, les opérateurs W,, . .., Ÿn et’ connectons m sorties obte- 
nues par des canaux de sortie aux bornes g, ..., 9m. Nous avons 
réalisé le schéma fonctionnel de l’autcmate A formé de A,, ..., A. 

On distingue parmi les automates finis ceux qui possèdent un 
seul état interne (circuits combinatoires) et ceux qui en ont plu- 
sieurs (circuits séquentiels). Il se trouve qu'on construit par ccmpo- 
sition d'éléments logiques simples un circuit qui est équivalent à 
tout circuit combinatoire donné, et si l’on adjoint un élément mé- 
moire simple, la composition fournit un circuit équivalent à tout 
circuit séquentiel donné. Illustrons nos dires sur un exemple. 


ExEMpPLE 36.1. Supposons que l’alphaket d’entiée X et l’alphaket de sor- 
tie Y sont formés de deux rombres 0.1. Donrons-rcus deux éléments logiques 


Aus 42. Soit M(X)= X, À (X)= "X les fonctions de sortie respectives, où le 


trait désigne la négation, i.e. X = 0 pour X = 14 et X — 4 pour X = 0. On 
forme pour tout élément logique d'’alr Haket d'entrée X, et d'alpbaket de sortie 
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Xm défini par la fonction de sortie 
Yi = À (au 7 2); 1 = À, +) M; 


un auto natoe A’, composition de plusieurs exemplaires de A, et de A. Cet au- 
tomate est équivalent à À, i.e. il est décrit par 


Yi=ki(a, sp 2) = 1.5: mn 


À, = Ài quel que soit X € X,. 

Supposons en effet que (&,, ..., &,) est un point de l'espace X,, où À = 1. 
Prenons plusie1rs exemplaires de A, et de A, et multiplions leur entrée à l’aide 
des fonctions ®o, (X) = x;. On obtient une famille d’automates ayant pour 
fonctions de sortie x, et z;. Joignons les sorties de ceux d’entre eux qui s'écri- 
vent comme z(@1), 2(@),,,., z{@n) par les opérations 

Ÿ (z{u), …. 2@n)) = 7(01), sut; Zn), 
Ici 720) = pour œ—=41 et EEE pour % =). Etondons aux autona- 
te3 ainsi obton13 les opérations de jonction des sorties, il vient la fonction 


Ag (tits +. Zn) = V raw, .. zen), 


La disjor:tisi est étendus à tous les ensembles (&,, ..., &,) pour lesquels 

À devient un 1. Ainsi, la fonction À, est le résultat de la ramification de l'entrée 

des A, À, et de la superposition de deux jonctions des sorties. On vérifie faci- 

lement que la superposition en question est encore un opérateur de jonction des 

sorties. On procède de même pour À, ..., ÀAn- Montrons qu'elles définissent 

un élément logique 4” qui est équivalent à 4. Si À: (æ, . .., @,) = 1, on a évi- 
demment À; (œ, ..., &æ) = 1. 

Dômontrons la réciproque : si A1 (B1, . - ., BA) = 1, alors A, (B4, . .., B,) = 

= {. Il existe pour À! = {1 au moins un terme de la forme pa), plz), . . ., plan) 

i devient un 1. Il est clair qu’on a nécessairement B, = &;. Le point 

(B,, 5” BA) est donc élément de l’ensemble des points € X,, où À, = 1. Ainsi, 

$ 37. Description algorithmique 
d’un modèle amélioré du mouvement 


Il s’agit en fait de décrire les algorithmes qui sont réalisés dans 
le système de commande d’un automate fini. Commençons par un 
problème de stabilisation continue. Supposons que le mouvement 
de l’objet est gouverné par une équation de la forme 


dx/dt = f(x, z, t) (37.1) 
et soit Xa, Zn Un mouvement nominal. 
On pose 
X — Xn=Y; Z— Zn = U, (37.2) 


et (37.1) se récrit 
dyldt = Ay + Bu + G (ft, y, u). (37.3) 


Soit À et B deux matrices réelles constantes de dimension respec- 
tive z X net n X r. On effectue alors sur les fonctions cherchées 
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de (37.3) une transformation linéaire non singulière qui donne un 
système avec la matrice des coefficients des termes linéaires 


e à | | (37.4) 


A; étant une matrice carrée d'ordre # qui a toutes ses valeurs propres 
à partie réelle non négative et À _ une matrice carrée d’ordre r — k 
dont toutes les valeurs propres ont leur partie réelle négative. Sup- 
posons effectuée cette transformation, si bien que la matrice des 
coefficients des termes linéaires en y,, . . ., y, s'exprime par (37.4). 
S'agissant des problèmes de stabilisation, on s’interroge en premier 
lieu sur le nombre minimal de mesures nécessaires. Dans le cas d’un 
corps ou d’un système de corps, le problème consiste à stabiliser 
le mouvement du centre d'inertie par rapport à la trajectoire d'appui 
et le mouvement du corps ou du système par rapport au centre d’iner- 
tie. S'il y a possibilité, il suffit qu’il apparaisse sur les bornes de 
sortie des appareils de mesure des signaux g,, ..., g,, fonctions 
continuement dérivables des variables d'état du système, tels que 
le jacobien 


D (gi, -.., &h) 
D (ys, Un) A 0, 


Où (1, - .-., yr) sont les À premières composantes du vecteur y dans 
(37.3). Ainsi, la première étape de l'algorithme débute par la recher- 
che des g1, . .., gr sous telle ou telle forme. Soit, dans l’espace de 
phase de coordonnées z,, . .., z,, un ensemble M (t) et soit h,, . .. 
... Am des quantités qui caractérisent la position relative de l’objet 
commandé et de M (t). On construit avec ces signaux, conformément à 
certaines règles, les trajectoires nominales qu’il s’agit de stabiliser 
en fait. L'élaboration des k,, ..., km prolonge donc l'étape de 
démarrage. Les règles dont nous venons de parler diffèrent d’un 
problème à l’autre. Nous les supposerons données et terminant l'étape 
initiale de l’algorithme. 

Admettons que la loi de stabilisation qui est utilisée par un 
régulateur continu à action directe ou indirecte est susceptible d’une 
représentation analytique sous forme de combinaison linéaire 


k 
u= D cigr, 

in 1 
C1, + +. Ch étant les gains. Les gains sont en général fonction des 
éléments des matrices À et B et du mouvement nominal. Cette dépen- 
dance sera considérée comme étant connue et suffisamment étudiée. 
Elle s’établit moyennant certaines caractéristiques obtenues à par- 
tir des g,, ..., £n, Ris - - +, Am. Désignons par À l’ensemble pos- 
sible de valeurs de ces caractéristiques et partageons-le en des en- 
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sembles N;, i — 1, ..., k, deux à deux disjoints. Notons S l’en- 
semble des états de l’automate fini, chaque état étant particularisé 
par (S, N) avec S le symbole des coefficients de stabilisation et N 
celui du mouvement nominal. 

Le couple (g, hk) forme les signaux d'entrée de l’automate. 
Donnons-nous la fonction de transition de celui-ci: 


Si — Ô1 (g, h, S, N), 
N = Ôe (g, À, S, N), 


chaque (g, h) étant représenté par NV, avec un numéro à et, inverse- 
ment, chaque ensemble NW, étant représenté par un signal (g, h) € N;. 
La fonction de sortie À = À (g, h, S, N) est le signal de sortie qui 
apparaît sur les bornes d’entrée des organes de commande. La par- 


k 
tition R — U NW, se fait par un algorithme d'apprentissage. L'algo- 


1= 1 

rithme de commande décrit plus haut entraîne que le rôle de l’auto- 
mate fini en régime de stabilisation continue se réduit à ajuster les 
gains et à contrôler le mouvement nominal de l’objet. Si les quan- 
tités 81, + - +, £ns Ras + - «+, km apparaissent sur les bornes de sortie 
des instruments de mesure avec un pas de discrétisation et un retard, 
l’organe arithmétique établit une loi de commande discrète. Par 
adjonction de cet organe à l’automate examiné plus haut on obtient 
un automate de stabilisation discrète qui règle les gains, contrôle 
le mouvement nominal et calcule avec un pas de discrétisation le 
signal injecté aux bornes d'entrée des organes de commande. Les 
automates de stabilisation par plus ou moins-constituent une autre 
classe possible d’automates de commande. 

Supposons que le signal de commande v ne prend que les valeurs 
+1. Cela a lieu par exemple si le couple de commande est généré 
par un moteur électrique. Le problème de choisir les instants de 
commutation peut également se poser en termes de la réponse opti- 
male du système de stabilisation, i.e. la courbe y ({) issue du point 
Yo au temps ?{ = 0 arrive au point y = 0 en un temps minimal. 
L'espace y,, ..., y, tout entier (ou, plus précisément, une région 
autour de y = 0) est partagé en deux ensembles C_ et C,. Quand 
yEC.,.onau——1,et u =+1 pour yEC,. Cette construction 
s'avère difficile dans le cas général, si bien qu’on prend des ensem- 
bles C"”, C® dont on sait que C EC. C EC, et on se sert 
d’un algorithme d'apprentissage. On détermine ainsi une surface 
de commutation C. C peut être fonction des éléments de 4’et B et 
du mouvement nominal. Dans un automate de stabilisation continue 
on remplace l’état S par C, C symbolisant la surface de commutation. 
Le système ainsi obtenu est un automate fini de stabilisation par 
plus ou moins qui résout le problème de commande du mouvement 
nominal et le problème de réglage de la surface de commutation. 
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L'appareil mathématique utilisé pour décrire le modèle amélioré 
du mouvement se base donc sur les équations différentielles et la 
thsorie des automates finis que décrivent les algorithmes de com- 
mande. On conçoit que l’analyse et la synthèse de ces systèmes de 
commande se font moyennant les calculateurs digitaux et analogi- 
ques et les signaux de sortie des appareils réels qui sont en général 
incorporés dans le circuit. 


$ 38. Comportement d’un objet commandé 
par un automate de stabilisation par plus ou moins 


Soit ua objet décrit par le système (37.1) et x,, Z, son mouvement 
nominal. On suppose également que les matrices À et B du système 
(37.3) sont réelles et constantes, la première étant carrée d’ordre nr 
et la seconde rectangulaire rz X r. Les vecteurs B,, . .., B,, colon- 
nes de B, sont linéairement indépendants. Admettons que les varia- 
bles u,, ..., u, prennent les seules valeurs +1. On étudie l'allure 
des courbes intégrales du système qui constitue l’approximation 
linéaire de (37.3): 


ÿ = Ay + Bu. (38.1) 
Le système (38.1) est tel qu’avec la commande 


la solution nulle y = 0 soit asymptotiquement stable, la r X n-ma- 
trice C étant choisie de façon convenable. 

On a établi dès le chapitre I les conditions nécessaires et suffisan- 
tes d'existence d’une telle matrice. 

Introduisons une forme quadratique V, solution de l'équation 


LS) av n 
D (Ay+80y,= — D ut, (88.3) 
s=1 s=1 

avec (4Ay + BCy), la s-ième composante du vecteur entre parenthè- 


ses. 
Introduisons de plus les fonctions linéaires 


=) + Bu, 1:27. (38.4) 
i=1 


et définissons les commandes par plus ou moins. Posons 


Uy = ® (0), lis, T, e (38.5) 
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@ étant la fonction d’un argument avec boucle d'hystérésis 


+1 pour o6<lI, 
g—{ —1 pour 6o>—l. 


La quantité L est une constante positive suffisamment petite. 

Le système (38.1) évolue comme suit sous l'effet de la commande 
(38.5) : si le point initial y, est dans le domaine d’uniformité des 
seconds membres, la solution se définit de façon usuelle. S'agissant 
du domaine de non-uniformité, on spécifie la valeur en question. Au 
passage des plans 6; = +1, les seconds membres changent de valeur 
de façon naturelle. Par chaque point du domaine de non-uniformité 
il passe donc autant de courbes intégrales que le second membre 
y prend de valeurs. Cette définition descriptive des solutions du 
système (38.1) soumis à (38.5) permet une détermination univoque 
des courbes intégrales pour { > 0. 


(38.6) 


TH£EOREME 38.1. Si toutes les valeurs propres de (A+ BC) ont 
leur partie réelle négative, toute courbe intégrale du système (38.1) com- 
mandé par (38.5) tend, pour L suffisamment petit, vers une oscillation 
stable avec la croissance du\ temps. Cette oscillation stable se trouve 


dans un voisinage arbitrairement restreint du point y = 0sit > 0 est 
suffisamment faible. 


Pour la démonstration consulter le chapitre I. On précise dans 
le même chapitre le type de courbes intégrales ayant cette propriété. 
Rappelons que, dans le cas général, ce sont les courbes issues d’un 
voisinage fixe de y = 0, et ces courbes seulement. 

Admettons que À et B varient, i.e. leurs éléments sont des fonc- 
tions d'une famille de paramètres &,, ..., am. Ces paramètres 
sont supposés à valeurs dans une région S d'un espace n-dimension- 
nel. On partage S en des ensembles S,, . .., S; deux à deux disjoints 


R 
qui respectent les conditions suivantes: 1) U S; = S; 2) il existe 
ii 
des matrices C;, ..., Cx telles que toutes les valeurs propres des 
matrices (A + BC;) ont leur partie réelle négative pour &,, ..., am€ 
ÉSnt=l;sis . 

Désignons par Oo), ..., oi) les formes linéaires 6,, . .., ©, 
associées à C, et par ul, ..., uÜ), i = 1, 2, ..., k, les comman- 
des (38.5) respectives. Le théorème ci-dessus entraîne qu'avec la 
commande 


uW = p(o$?), j=1,...,r. (38.7) 


le système (38.1) présente des oscillations stables au moins pour 
tous les &, ..., &n qui tombent dans les ensembles S,. Comme la 
présence d’une oscillation stable équivaut à la stabilisation du 


25—0:56 
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mouvement nominal, la commande (38.7) stabilise ce mouvement 
dans le système de départ. 

Supposons maintenant que les paramètres «&;,, ..., &m varient 
au cours de l’évolution ou qu’on ignore leurs valeurs numériques. 
On ne sait alors pas laquelle des À commandes (38.7) stabilise la 
trajectoire nominale, on se pose le problème de la choisir et on 
suppose à cette fin qu’il apparaît sur les bornes de sortie des appa- 
reils de mesure les signaux g, (ys, . .- ., Yn,t), . . ., &p (Yas + + +» Yn. t)- 


Posons 
Ui = u;, 1—=1$;:::; 7 (38.5) 


dans le système (38.1). 

Si les paramètres &,, ..., 4" sont contenus dans S;, les signaux 
de sortie recueillis aux instants #,, . . ., t, remplissent un ensemble 
M; d’un espace de dimension pg. 

Soit 

k 
M= VU M,;. 
j=1 

Construisons un système de reconnaissance et procédons à son 
apprentissage en nous rappelant ce que nous avons dit plus haut. 
On obtient 2 fonctions p,, . .., p1 qui dépendent des ay, ..., am 
de façon que &, ..., Am ES, quand la suite @,, Qi-ms - + -» Pi 
exprime le nombre ài en binaire. On choisit moyennant m1, . -., @: 
la commande (38.7) qui stabilise la trajectoire nominale. Le circuit 
logique construit effectue donc le réglage de l’automate de stabilisa- 
tion si l’on assimile les signaux d’entrée de celui-ci à @,, . .., 4, 
ses signaux de sortie à (38.5) et ses états internes aux coefficients 
des formes linéaires of”, j = 1, ..., r, i — 1, ..., k (on estime 
que ces coeffcients ne sont calculés que pour des points concrets des 
ensembles S,, ..., S2). 

Ainsi, ces coefficients sont exprimés par des nombres. L'état 
initial de l’automate est son état décrit par les coefficients des 
formes of!’, j — 1, ..., r. Avec les états internes numérotés par 
les entiers naturels 1, 2, ..., 4, l’automate passe de l’état initial 
dans un état à si son entrée reçoit un signal ®,, . .., æ, tel que 
Pis Pi-1r - + -» F1 Code en binaire le nombre i. Le recalage n’a lieu 
que si l’on enfreint] certaines conditions de stabilisation du mou- 
vement nominal. Les signaux de sortie g,, ..., g, sont également 
produits par d’automates digitaux spéciaux qu'on réunit par opéra- 
tion de composition à l’automate de stabilisation décrit pour réaliser 
un stabilisateur adaptatif par plus ou moins. Le chapitre suivant 
donne une description sommaire d'’algorithmes de détermination 
des navigateurs numériques qui sont les plus simples de ces automa- 
tes spéciaux. 


CHAPITRE VIII 


COMMANDE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE 
EN ROTATION AUTOUR D'UN POINT FIXE 


$ 39. Orientation d’une direction donnée 


Soit un solide T, dont le centre d'inertie coïncide avec un point 
fixe O. Supposons que 7, est lié aux axes du trièdre Ozxyz qui en sont 
les axes principaux centraux d'inertie. Désignons par OEn£ le repère 
absolu et supposons-le cartésien direct (comme Ozxyz). Soit ensuite 
s, et r, deux vecteurs unités, le premier étant fixe dans Oën£ et le 
second dans Ozxyz. Le problème d'orienter le solide 7, dans la direc- 
tion donnée s, consiste à trouver un couple de commande M tel 
qu’appliqué à 7, il stabilise r, suivant s,. Le mouvement de rotation 
du solide sous l’action de M a pour équation 


6 +o X 8œ = M, (39.1) 
ou scalairement 


Ap+(C—B)gr=M,, 
Bg+(4—C)pr=M,, (39.2) 
Cr+(B— A) pa= M. 


avec & la vitesse angulaire de T,; p, q, r ses projections sur les axes 
du système Ozyz ; À, B, C les moments d’inertie centraux principaux 
de 7,; M le moment résultant des forces agissant sur ce solide, M., 
M, M, ses composantes suivant les axes du trièdre lié; 6 le tenseur 
d'inertie. 

Désignons par s,, r;, à = 1, 2, 3, les projections sur les axes de 
Oxyz des vecteurs ss, r,. Le vecteur s, est alors mobile par rapport 
à ce système à vitesse angulaire —©. 

Donc 


So = — © X So, (39.3) 
d’où 

S1 — Sar — Ssg; 

Sa = S3P— Sir, (39.4) 


S3 = 519 — Sep. 
25% 
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Ce système possède l'intégrale première 
3 
D, s?— const. 


1=1 


Vu que la seule chose qui nous intéresse est l'orientation du 
corps dans la ditection donnée, on retiendra l'intégrale particulière 


3 
> si=1. (39.5) 
i=1 


Considérons le mouvement de T, sous l’action du couple 
M = (eo, ro, So) + ss X grad U (5, ro), (39.6) 


où u est un moment et U une fonction de forces dont on prend le 
gradient par rapport aux composantes de s,. 

Multiplions les deux membres de (39.1) scalairement par ©, 
il vient 


4 d 
5 7 (AP°+ Bq°+ Cr?) = pu, + qu, +ru.+(o, s, gradU). (39.7) 


Ici u,, 1, ut. sont les projections de pu sur les axes de Oxyz. Calcu- 
lons (wo, s, grad U) = (grad ÜU, ©, s,) = —grad U:s, = —U. 
Posons 
V = (Ap2+ Bg°+ Cr?) +U. 
La relation (39.7) entraîne 
V — W, (39.8) 
avec W = pu; + qu, + ru. 


Etant donné le couple de commande (39.6), tout mouvement de 
rotation de 7, est donc soumis à la condition (39.8). 


Faisons, pour fixer les idées, u = — dans (39.6) et 
3 
1 ‘ 1 
U = (So —r0) = > (si—ri)?, : (39.9) 


auquel cas les systèmes (39.2) et (39.4) prennent la forme 
Ap+(C—B)gr= —p+ress—rsss, 
Bq+(A—C) pr= —q+rssi —riss, 
| (39.10) 
Cr+(B— À) pqg= —r+ris2—rass, 


Sy = SoT —S3Q, Sa = S3P—ST, S3—= 519 — SP. 
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Ce système possède deux positions d'équilibre : 1) © = 0,s, =r, 
et 2) © —= 0, s, = —r,. En effet, les vecteurs indiqués vérifient 
(39.10). Montrons que le système (39.10) n’en a pas d’autres. L’éga- 
lité (39.8) entraîne dV/dt = 0 pour de telles solutions, d’où W = 0. 


Dans le cas considéré W — —w?, d’où nécessairement © = 0. Le 
premier groupe d’equations (39.10) implique alors ro X So = 0, 
donc ou bien s, = ro, ou bien s, = —r,. 


Montrons la stabilité (asymptotique) au sens de Ljapunov de la 
position d’équilibre © = 0, s, = r, et l'instabilité au même sens de 
© = 0, s, = — rs. En effet, la fonction V est définie positive par 
rapport aux composantes de @ et s, au voisinage du point © = 0, 
So = Fo 

La "dérivée totale de cette fonction est non positive: dV/dt — 
— —*, d’où nécessairement la stabilité au sens de Ljapunov de la 
première position d'équilibre. 

Pour prouver qu’il s’agit de la stabilité asymptotique, il faut 
d’abord énoncer la propriété générale du mouvement de 7, sous 
l’action du couple (39.6), (39.9): ou bien tout mouvement de T7, 
décrit par le système (39.10) est un équilibre, ou bien il s'approche 
asymptotiquement d’un état de repos. Plus brièvement, je dis: 
on a soit © = 0, soit © —> 0 sur tout l’horizon temporel. Supposons 


t——+oo 
par l’absurde que 7, évolue de façon que > a > 0avect >0,a 
étant une constante. On trouve dV/dt < —a à partir de (39.8), donc 
V< V, — at, V, étant la valeur de V quand t = 0. La dernière 
inégalité entraîne Ve, ce qui est impossible vu la positivité 
de Y. 

La contradiction obtenue montre avec évidence qu’il existe 
nécessairement une suite d'’instants f,, ..., {1 —> oo telle que 
© (1x) — 0 avec k tendant vers +oco. Si © (ft) + O0 pour 1 —> +oo, 
il existe obligatoirement deux quantités « et B, 0 < «<< f, telles 
qu’on trouve deux suites 7;, 64 vérifiant la condition! &* (t;) = B, 
@° (03) = &«, k = 1,2, ..., a<@o()<f|pourtE (tx, 6x). Ceci 
étant, T, —> oo, 8, — 00 avec k. 


Si les fonctions vectorielles © et © sont bornées pour t > 0, ilen 
est également de _ (@*), et la quantité O6; — +, est donc minorée par 
T Constant positif quels que soient k = 1, 2, 


L’équation (39.8) entraîne V — V, — | o° dt £ V, — nta, avec 
0 
n la valeur maximale de # qui vérifie l'inégalité 6, < 1. Il est clair 
que n—> oo avec ?, d'où V —> — co pour {—> oo, ce qui est im- 
possible. Aussi le seul comportement possible de la fonction ©° 
est la convergence vers zéro quand ? —> +oo. 
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Montrons que ro X so —> Ô pour { —> +oo suivant toute trajectoi- 
re. Effectuons le produit scalaire entre ce vecteur et les deux mem- 


bres du premier groupe d'équations (39.10). On obtient par quel- 
ques transformations 


+ (ro; Sp» 6) = (ro; S0: (—o—0o X 60)] + (ro; So 60) + (ro X So). 


Supposons que (ro X 5) > &« > 0 pour t > 0. Il existe alors un 
nombre 7 >> O0 tel que £ (ro, So 80) > + pour { > T. Il en résulte 


(ro Sos O8) + oo avec t, chose impossible car © —+ 0 pour t —+ 
— —+oo (propriété démontrée). 
Ainsi, il existe nécessairement une suite #,,". . ., tp: {y A oo, telle 


que ro X So (tx) > 0 quand k —+ oo. S'il se trouve que 8, (t:) — ro: 
la stabilité au sens de Ljapunov que nous avons établie, entraîne 
So (t) —+ r, pour t tendant vers +co. Et si s, (£:) a pour limite —rs, 
on à So (t) —> —r, pour { + +oo, résultat de l'instabilité de l’équi- 
libre © = 0, 8, — —r, (voir plus loin). 

Formons des suites de ©, et de s,, de façon que ©; —+ 0, son — 
— Fr) pour Æ—+ oo et que V, << 0. 


1 2 1 2 
V, = (Ap? + Bg° + Cr?) TZ (ro + So)”. 
On établit sans peine que 
dV/dt = W. (39.11) 


Déterminons les courbes intégrales du système (39.10) avec la 
condition initiale @4, Sp. L’équation (39.11) fournit V, << V,o, 
Vo = V, (tx) pour t > 0. De plus © —- 0 avec t tendant vers +coo. 
Donc (r, + So)? >> & >> 0 tout le long du mouvement. Les résultats 
ci-dessus permettent alors de dire que 5, ({) — r, pour { — <+oo, et 
il existe donc des courbes intégrales issues d’une région arbitraire- 
ment petite autour de la position d’équlibre © = 0, 8, = —ro, qui 
quittent son voisinage restreint donné à l'avance. 

Il y a donc instabilité. 

Il existe cependant des courbes intégrales de (39.10) autres que 
la position d’équilibre et telles que 


So (£) >, 7 To. 
En effet, le système (39.10) perturbé s’écrit 
O0, S—= —r. 
Ap'+(C—B)gr'=—p—rs5+ ras 
Bg'+(4—C) p'r'=—g"+rssi—rass, 
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Cr'+(B— A) pq = —r"—resi+ rss, 
= —(s;—rs)q+(S—r:)r", 
Se =(s;—rs) p—(si—r;)r", 


e ’ ? , ’ 
Ss— —(S;— T2) p+(si—r1)Q + 
Le polynôme caractéristique de son approximation linéaire est de 


la forme 
ABChS LH (AC + BC + AB) +... 


Il possède évidemment des racines à partie réelle négative, ce qui 
implique l'existence de courbes intégrales de (39.10) autres que 
la position d'équilibre w = 0, s, = —r, telles que 


So (t) —>— Fo, © (£) — 0. 
L{—00 {00 


THPOREME 39.1. On choisit Le couple de commande M (39.6) de façon 
que le solide T, soit orienté suivant s, donné, et tout mouvement du 
solide s'approche asymptotiquement de l'état de repos © = 0,5, X ro = 
— 0. L'état de repos © = 0, s, = r, est asymptotiquement stable au 
sens de Ljapunov et l’état de repos &@ = 0, s, = —r, est instable au 
sens de Ljapunov. 


REMARQUE 1. Nous avons analysé le mouvement produit par 
(39.6) dans la condition (39.9). On agit de même si (wo, u) = W est 
une fonction définie négative des composantes de w et U une fonction 
définie positive de (so — ro)°. | 


REMARQUE 2. Le couple de commande M comprend les projections 
de la vitesse angulaire instantanée ©, qui sont en général définies 
moyennant les détecteurs de vitesse angulaire, si bien qu’en l’absence 
de ces appareils ce couple est impossible à créer. 

Admettons qu’on ne connaît que les composantes de s, dans le 
trièdre Oxyz. On demande le couple de commande M qui stabilise 
r, donné par rapport à s, fixe dans l’espace OEn£. Les projections 
de s, satisfont toujours au second groupe d'équations (39.10). On 
établit à partir de ce système 


So X So = — [© — S-(0@-S%)]. (39.12) 
Considérons le couple de commande 


M = —[o — s,-(@-s50)] + ro X So. (39.13) 
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Avec ce M le mouvement du solide est gouverné par les équations 


0 + o X 60 = —[o — s,-(@-s0)l + ro X So, 
(39.14) 
So = —0 X So. 
Multiplions la première équation scalairement par ©, il vient 
dV/dt = —[o* — (w-s,)*]. (39.15) 
Effectuons le produit scalaire entre la même équation et le vecteur s, : 
So° 00 = 0. (39.16) 


Montrons que tout mouvement du système (39.14) jouit de la pro- 
priété 

[o* — (&-s5,)°] — 0 pour { —+— +oo, 
d’où & — s,-(@:50) —> 0 pour { —> +oo. 

La relation (39.15) montre que pendant toute la durée du mouve- 
ment &? — (&-s,)° reste au plus égal à une constante positive. S'il 
n’en était pas ainsi, la fonction V décroitrait indéfiniment sur cette 
courbe intégrale. Etant donnée la finitude de la vitesse angulaire 


et du vecteur &, cette quantité tend vers zéro dès que’elle diminue 
indéfiniment. Ce résultat s'établit comme plus haut (le couple de 
commande (39.6) avec la condition (39.9)). 

Ainsi, on a sur toute courbe intégrale du système (39.14): 


@® — (o-s,) —— 0 pour t—+ +oo. 


D'où © — s9-(w-s,) —> O0 pour { + +o, et donc & X sy — 0 pour 
t—> —+oo. Comme on demande de stabiliser le vecteur unité r, dans 
la direction s,, le mouvement considéré doit être tel que s5 — ro 
pour {—> oo. Dans ce cas, © — r,*(o-r,) tend également vers 
zéro. À partir de (39.16) on trouve donc r,-@r, (@-r,) = k, avec 
une constante. 

Il en découle que, lorsque s, —+ r,, le solide tend vers une rota- 
tion uniforme à vitesse angulaire © = Àrs, À étant une constante. 

Portons dans (39.14) les valeurs limites trouvées, on a 


r'o X OroÀ° — 0. (39.17) 
Cette égalité a lieu si À = 0 ou siro X Oro = 0. Dans le premier 
cas, le solide est amené à l’état de repos @ = 0. Quant au second 


cas, il a lieu pour À, B, C distincts si et seulement si le vecteur ro 
est dirigé suivant l’un des axes centraux du solide. 


Soit, pour fixer les idées, r, = | 0 |. Cherchons les positions d’équi- 


libre w,, sos du système (39.14). La seconde équation du système 
entraîne ©, X Soz —= 0 en équilibre; donc ©, — Àsss. La première 
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équation donne alors 


Sge X (À*OSos + ro) = 0; 
donc 
N'OS0e + To — USve 


(20 — LE) s5e =— ro (39.18) 


avec Æ la matrice unité. 
On tire de (39.18) et (39.16) l'existence de trois familles de posi- 
tions d'équilibre du système étudié: 


ou 


L: D, — ÀSpe  Soe — T0 (39.19) 
O, — ÀSge  Soe — — To; (39.20) 
et 
u:==—+1+324, 
i= — =. (39.21) 
si 
IT. D, — ÀSpe, Sox = (:) ; (39.22) 
0 
et 
1 
p=ËB, s=—T, Ss=EVi-s. 
1 
À So * O9, — À [ra +28] (39.23) 
> Tr (39.24) 
Si 
III. O, — ÀSge, Sos — ( | e (39.25) 
et L 
1 a, 
p=— AC, $1—7:(4—0 s3= + 1—s}, 
| 
ÀSoe -Os, = À ra + C | = ko, (39.26) 
> SR r- (39.27) 


Pour que (39.14) possède II ou III, il faut et il suffit qu’il existe des 
solutions réelles des équations (39.23) et (39.26), qui vérifient respec- 
tivement (39.24) et (39.27). 

Récrivons (39.24) : 


BAS — koh + 


1 
=) =0. (39.28) 
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Vu que l'intégrale (39.16) entraîne Àk%, > 0, on estime, pour fixer 
les idées, que À > 0, 4, >> 0. Considérons une fonction f (À) telle que 


LOL 12 (4BR — 3k). 


Quand 17e, on a 40 > 0, et quand À — 0, f (À) atteint son 


minimum qui vaut 
i(%)= (%) (Th) +7 ro (+) (2) + + - 


On vérifie facilement que si 


4 
27 3 de — B) (39.29) 
| & oi si (4>+8) 
01 V A=B 3 ? 
alors toutes les racines réelles de f (À) telles que Àk, >> 0 se trouvent 


(quand elles existent) dans l'intervalle (0, 7 | 
le système (39.14) ne peut présenter les positions d'équilibre II. 
On traite de même l'équation (39.26). 


Si 
4 
RS (4A<3cC), 
4C Jo (39.30) 
C 4 
le = (4>7+cC), 


alors toutes les racines réelles de (39.26) telles que Àk, > 0 se situent 
(quand elles! existent) dans l'intervalle (0, 7 —— = | , i.e. le 


système (39.14) ne possède pas les équilibres III. 

Si (39.29) ou (39.30) n’est pas observée, il y a respectivement II 
ou III pour le système (39.14), et ce dernier ne possède que la famil- 
le I si les deux conditions sont remplies. 

Le cas de À, B, C non tous distincts se traite de façon analogue. 
Il s'avère que si 4 — B—C, le système (39.14) ne peut se trouver que 
dans les positions d'équilibre (39.19), (39.20) et si A=B#C 
ou À = CB, ses états d'équilibre sont respectivement (39.19), 
(39.20), (39.25) et (39.19), (39.20), (39.22); pour B=C#A,ona 
(39.19), (39.20), (39.31), la dernière position d'équilibre étant de la 


$ 39] ORIENTATION D'UNE DIRECTION DONNÉE 395 


forme 
si 
S3 
etu = ÀB,s, = — FA: 3 + si — 1—s et À vérifie les 


relations (39.23), (39.24). Pour k, satisfaisant à (39.29), (39.30), 
. seules positions d'équilibre du système (39.14) sont (39.19), 
(39.20). 

Etudions le comportement des solutions de (39.14) au voisinage 
des positions d'équilibre (39.19), (39.20), (39.22), (39.25), (39.31). 
Posons 

O = @4% +@’, So — Sos + S’- (39.32) 


Considérons la fonction 
4 =+ [© - Oo + (So — r0)°] 
et admettons B > C pour fixer les idées. Le report de (39.32) dans 
(39.5), (39.16) et dans l'expression de V fournit 
s'2L28's, — s2+ SE + SE +2 (5:51 + S;Se + 5:53) —0, (39.33) 
(s’ + so,)- 00° +s"-60,— Ap'(s; +51) + 
+ BQq' (s5+ 82) + Cr' (55 + 53) + À (45:51 + Bssse + Cssss) — 0, (39.34) 
Li , , 
V = [(0"+0,)-8 (0'+0,)+ (+50, —1)°]= 
=Vi+ _ [o, -80, + (So — ro)°];, 
Vi=[5o'-@u'+20'00,+s2+2s"(5,—1)]. (39.35) 
On trouve à partir de (39.34) 
ES 1 11e rp 
P = —26% +3) 150 (S2+52) + Cr (ss+ 53) + | 
+ À (Asiss + Bssse + Cssss)]. (39.36) 
Portons cette expression dans (39.35), on obtient, compte tenu 
de l’intégrale (39.33) et en calculant le minimum de V, par rapport 
aux variables q’, r’: 
1 
En) 8 E 500) ü 
X + [o, 80, - (s'6s" + 2s'65,,) + 5, (s° + s0,) 6 (s’ + s0,)] = 


_ V2 
+906 +80 " (5957 


Ve = — L (0,80, -(s’'6s’ + 2s'050,) + 5: (s° + s0,) 0 (s’ + Soe)]- (39.38) 


min V, = 
gr’ 
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1° Soit ©, et Sos définis par (39.19). L'intégrale (39.33) donne 
= —+s?= —1+ 15752. (39.39) 


Par substitution dans (39.38) on a, vu les relations (39.19), 


GA 


Ve = 2 (457—5s'6s") ++ s"*(A +s'@s’ — As?) — 


= À (CAE RE (A — B)) 524 (A2 RE (A — C)) + 
+542 [(B—7 4)s2+(c—24)s2]+01(2+52)1. 


On voit que V, est, pour s;, s; suffisamment petits, une fonction dé- 
finie positive de ces quantités si 


k, est quelconque (4 > B), 
(39.40) 


[kI<-=— (4 < B). 


7 B— 

On a donc la définie so de V, pour s:, s:, r?, g' suffisam- 
ment petits. Vu la non-positivité de la dérivée totale par rapport au 
temps de V,, qui vaut {—[o° — (w-s,)2]}, l'équilibre considéré est 
conditionnellement stable au sens de Ljapunov. Comme &* — 
— (&-s0) — 0 et un voisinage suffisamment restreint de (39.19) 
ne renferme pas d'autres positions d'équilibre du système (39.14), 
(39.15), (39.16), il y a stabilité asymptotique conditionnelle au sens 
de Ljapunov de l’équilibre en question. Si (39.40) n’a pas lieu, la 
fonction V, et donc V, ne sont pas positives, i. e. il y a instabilité 
de (39.19). 


2° Soit wo, et sos définis par (39.20). L'égalité (39.33) entraîne 


s=+s2—1—V T5 SE. (39.41) 


Portons (39.41) dans (39.38) et prenons en considération (39.20), 
il vient 

1 
Vr=5(— 


—5(s2+s2[ (8-5 A4)s2+(c-24)s2]- 


A2 43 (A— B)) s2+ (— ARE (A — C)) si] — 


— + (52457 2[(B—5 A) 522 + (c—+ A) s? ]+ol(s2+s)]. 


$ 39] ORIENTATION D’UNE DIRECTION DONNÉE 397 


D'où, pour s;, s; suffisamment petits, la propriété de V, d'être une 
fonction définie positive de ces variables si À > B, 


A 4 
* | ko | > A<7 B $ 
rs | | (39.42) 


ILI> 2 (4778). 


Il suffit d’enfreindre l’une de ces conditions pour que Ÿ. ne soit pas 
positive. 

On établit donc en imitant le cas 1° que, sous les conditions 
(39.42). la position d'équilibre (39.20) possède la stabilité asympto- 
tique conditionnelle au sens de Ljapunov et qu'il y a instabilité 
dans le cas contraire. 


3° Soit w, et Sox définis) par (39.22), i.e. on se place dans le cas 


AB, B>C. (39.43) 
On trouve à partir de l'intégrale (39.33) 
2525, — — 2545, —s"'2, (39.44) 


Portons cette expression dans la fonction (39.38), il vient, compte 
tenu de l'égalité (39.23), 


Va= 7 (io +26) 18 — 4) 2 + (8 — 0) 55) + 
+2 (B—A) 5452 = 55e 144 (B— 4) Koh + 
+2(B— A) 15245 (koi +25)(B—C)s%. (39.45) 


: La quantité [4 + (B — À) kçÀ°] est positive si 
ko est arbitraire (4 < B), 


(39.46) 
(A —B)kh<4 (4 >B). 


D'autre part, k, et À doivent vérifier les relations (39.23), (39.24). Les 
équations (39.23), (39.24) et (39.46) sont compatibles pour k, sui- 
vant : 


R> (B > A) 


&4 LL */ 3(A—B) 
3 B A [A 
k rt | RE RE 
mie ( VA=B ” = (4>38). 
Il en résulte que dans les conditions (39.47), (39.43) et pour s;, 


s, suffisamment faibles V, est une fonction définie positive des 
Si Sy et Si l’une de ces conditions manque, V, n'est pas positive. 


(39.47) 
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Procédons comme au cas 1°. On aboutit à la stabilité asympto- 
tique conditionnelle au sens de Ljapunov de la position d'équilibre 
(39.22) à condition d’avoir (39.47) et à l'instabilité dans le cas 
contraire. 


4° Soit ©, et Sos définis par (39.25), i. e. on a à considérer le 
cas 
AC, B>C. (39.48) 
(39.33) entraîne 
2535, — — 2545, — s"2. (39.49) 
Vu (39.26), on obtient par substitution dans (39.33) : 


Va= pps 44 (C— A) kon + 2 (C— 4) Ms) 2 + 


1 , , 
+ (koà +25) (C—B) s?. 
Etant donné (39.48), la fonction V, n'est pas positive si bien que 


l'équilibre (39.25) est instable. 
5° Soit ©, et Sos définis à partir de (39.31), i.e. on considère 


le cas 
B=C=Æ A. (39.50) 
On a moyennant (39.33) 


2 (S2S: + 535.) = — 2545, — S'?. (39.51) 
Par suite de (39.33) et (39.50), on a en portant cette expression 
dans (39.38) : 
Va= ga lé-+(B— 4) RoA°+ 2 (B — À) As;] 552 


i.e. V, ne peut pas être une fonction définie à signe fixeJdes si, 
i — 1, 2, 3, vérifiant la relation (39.33), et V. est, pour s; suffisam- 
ment petits, une fonction définie positive de la variable s; si 


À 
B1>7= (B> À), 


VE | 
nef. à) Ga dd | 


Enfin, V, n’est pas positive avec (39.52) violé. On s’est rappelé 
en l'occurrence que k, et À doivent satisfaire à (39.23) et (39.24). 

Ainsi, V, est, sous la condition (39.52), une fonction positive 
des variables gq’, r’, si et (ses: + sss.). Etant donnée la non-posi- 
tivité de la dérivée totale de V, par rapport au temps, qui vaut 
{—[o° — (w-s5,)°1}, on a, durant le mouvement, 


0 V,< Vi, (39.53) 


(39.52) 
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où V,, désigne la valeur de V, à l'instant initial & — 0, V,, pou- 
vant être rendue aussi petite qu’on voudra par un choix judicieux 
des données initiales. 

Les inégalités (39.53) nous autorisent à dire que tout mouvement 
du système (39.14) tend pour |s° |, | ©” | suffisamment petits vers 
l’une des positions d’équilibre (39.31); comme on a (39.33), nous 
concluons à la stabilité conditionnelle au sens de Ljapunov de 
l’équilibre (39.31) étudié. Cet équilibre est instable pour (39.52) non 
remplie. 


THROREME 39.2. En présence du couple (39.13),ou bien le solide To 
se trouve dans l'une des positions d'équilibre (39.19), (39.20), (39.22), 
(39.25), (39.31), ou bien il tend vers l’un de ces états, et 

1) la position d'équilibre (39.19) présente la stabilité asymptotique 
conditionnelle au sens de Ljapunov si la condition (39.40) est respectée, 
et elle est instable dans le cas contraire ; 

2) la position d’équilibre (39.20) présente la stabilité asymptotique 
conditionnelle au sens de Ljapunov si l'on est dans les conditions (39.42), 
et il y a instabilité si au moins l’une de ces conditions n'est pas satis- 
Jaite; 

3) la position d'équilibre (39.22) possède la stabilité asymptotique 
conditionnelle au sens de Ljapunov sous la condition (39.47), et elle 
est instable dans le cas contraire: 

4) la position d'équilibre (39.25) est instable au sens de Ljapunov; 

9) la position d'équilibre (39.31) est conditionnellement stable 
au sens de Ljapunov si la condition (39.52) se trouve vérifiée, et elle 
est instable dans le cas contraire. 


REMARQUE 1. Supposons que 


@° (0) < R° (39.54) 
et choisissons M tel que 


= —{[© — s, (@-50)] + L(ro X So)s (39.55) 


avec À et L des constantes positives. 

Notons ko une constante positive telle que, quand | k, | << ko», 
on soit dans les conditions (39.29), (39.30) et que l’une au moins 
de”ces conditions n'ait pas lieu pour | k, | > kos 

Pour un couple M de la forme (39.55), les conditions (39.29), 
(39.30) s’écrivent 


lA "4 
HE (4<-+ B), (39.56) 
14B y 4 
B 4 
RIT — (4538). 
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| <= (A<< c), (39.57) 
os y 42 4 
he — (4A>+c). 
Les quatre dernières inégalités sont vérifiées pour | ko | << lkoe. 
L'égalité (39.16) entraîne |œ (0) |> RES: Si |w (0)| < 
<< EG |k| satisfait à (39.55), (39.57), i. e. les positions 


d'équilibre I sont les seules pour le système (39.14). 


. ko rcta 
Autrement dit, pour 2 tel que R< En À, F0 le syste- 


me (39.14) ne passe que par les points d'équilibre I, la position 
d'équilibre (39.19) étant asymptotiquement conditionnellement 
Stable au sens de Ljapunov et (39.20) instable au même sens. 


REMARQUE 2. Avec le couple de commande M de forme plus 
générale, le mouvement reste le même que sous l’effet de (39.13), 


à savoir on peut prendre M = u +s, X grad U,oùu = (5 X So) X 
X œ. Ici U est une fonction définie positive de (s, — r,)? et q une 
fonction définie positive des composantes du vecteur 


So X So = — Lo — 59 (w:s)l. 


$ 40. Orientation des axes liés au solide 


Soit deux vecteurs unités orthogonaux s,,, So fixes dans le 
trièdre absolu OËné et deux vecteurs unités orthogonaux ry3, ro 
fixes dans le solide 7,. On demande le couple de commande M qui 
stabilise ro, dans la direction s,, et ro, dans la direction s,.. Posons 
Sos — Soi X Sos To3 —= Toi X Fo2: 


3 
M=u+Y Soi X gradU, (40.1) 


avec u tel que ou = W (W étant une fonction définie négative des 
composantes de w), U une fonction définie positive des composantes 
de Soi —— loi» L — 1, 2, d: 

grad U dans la dernière formule signifie qu’on prend grad U 

So 

par rapport aux composantes de s,, dans le trièdre Oxyz lié au solide 
(voir $ 39). La rotation est prise par rapport aux composantes de s,;. 
Le mouvement de rotation provoqué par le couple (40.1) est décrit 
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par le système d'équations différentielles (voir $ 39) 


80 + © x 6w — 
: d (40.2) 
Su = —0 X So, ii 1,2,35. 
Le produit scalaire de la première équation par © donne 
dVidt = W, (40.3) 
où 
1 2 
= + (AP + Bg+ Cr?) +U, 
P, r, g étant les projections de ow sur les axes de Ozxyz. 
On pose pour fixer e idées 
1 
U=- S Gi(Soi—ru)", U— —0, (40.4) 


i= 1 


avec a; des nombres positifs distincts. 

On vérifie aisément que le système (40.1) avec la condition (40.4) 
ne diffère du système (39.6) dont le second membre comporte les 
composantes de s$ X grad U, que par le fait que on second membre 


contient la somme de trois vecteurs analogues: D Sos X grad U. 


(40.2) possède donc les positions d'équilibre © — O,. Soi = Ærot 
Spe — Fos Sos — Soi X Soc et ces positions d'équilibre seulement. 

Montrons que @ = 0, ss; — rois, i — 1, 2, 3, sont asymptoti- 
quement stables au sens de Ljapunov et que les autres équilibres 
de (40.2) présentent l'instabilité. 

Etant donné que V est définie positive par rapport aux compo- 
santes de © et de 5, — roi et que W est définie négative en lés com- 
posantes de &, on établit à partir dé (40.3) qu'il y a nécessairement 
stabilité au sens de Ljapunov de l’équilibre en question. En raison- 

3 


nant comme au $ 39, on prouve w&?—— 0 et >» ay (rot — Soi) ——> 0 


3 
car M = —@ + D a, (ro; — Soi) X Soi dans la condition (40.4). 
1 


Ce fait et la stabilité de l'équilibre considéré entraînent so; —+ ro: 
pour £—> +o (i = 1, 2, 3). Montrons que n'importe quelle posi- 
tion d'équilibre restante est instable au sens de Ljapunov. 

Prenons par exemple © = O0, Ss5y = —roy, Soe = os Sos = —To2 
et construisons la fonction. 


V: => [Ap° + Ba° + Cr?— a, (Soi + ro1)? + 
+ & (So2 — F02)* — G3 (Sos + re3)?]. 


26-1456 


402 COMMANDE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE [CH. VII 


L'égalité V, = W se démontre sans peine. Choisissons une suite 
de données initiales ©, — 0, Soi, — —rors Soa, > los Sos, 7 —Tos 
telle que V, << 0 quand t = 0. V, étant décroissante, on a V, < 
< V,9 < 0 pour t{ > 0 avec Vio la valeur de V, pour t = 0. D'autre 


part, @° — 0 pour { —> +oo et p: & (roi X Soi) — 0 quand t —+ +00 


sur toute courbe intégrale du système (40.2) sous la condition (40. 4). 
Il découle cependant des résultats précédents que a, (Soi + roi)? + 
+ Ge (Sos + ros)* -< O pour { tendant vers +oo. Cela veut dire 
que les courbes intégrales issues d’un voisinage arbitrairement petit 
de la position d’équilibre choisie sortent d’un voisinage fixe avec t 
croissant, ce qui témoigne de l’instabilité au sens de Ljapunov. 


TH£oR£ME 40.1. Avec la commande (40.1) tout mouvement du 
solide ou bien est un état de repos, ou bien tend vers cet état, la position 
d'équilibre © = 0, Su = rous à = 1, 2, 3, étant asymptotiquement stable 
au sens de Ljapunov et tout autre équilibre étant nécessairement instable. 


Supposons que le triplet (So1, Sos Sos) tourne comme un solide 
à vitesse angulaire ©, par rapport au trièdre absolu OëEn£. On deman- 
de le couple de commande M qui stabilise les axes roy, rose, Fos liés 
au solide suivant les axes correspondants. 

Soit &° la vitesse angulaire du solide commandé 7,. Posons 


| 3 
M= —(@:—0:)+6.0; + 04 X 002 + 2 Qi (roi X Sos). (40.5) 
i1= 
Le mouvement de rotation du solide est alors gouverné par le système 
8.0 + oo X Ou: = M, 
ne (40.6) 
So = (O3 —0@2) X Sos. 
Ce système possède une famille de mouvements permanents : ©, — 
= Qy; Soi = Æfors Sos —= Soi X So: le mouvement @, = @,, Sy — 
= ro, étant asymptotiquement stable au sens de Ljapunov. Quant 


aux autres mouvements permanents, ils sont nécessairement insta- 


bles. 
Posons © = @, — &,. Le système (40.6) se met alors sous la 


forme 


k 3 
6 X 60: = — X Soi)» 
© + © 2 (0) +2 ai (Toi X Soi) (40.7) 


Soi — — © X Soi- 


Multiplions la première équation scalairement par ©, il vient 
dVidt = —o*, (40.8) 
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avec 


3 
V=- [ ww + > a; (Soi — ru)? | | 


1=1 


L'avant-dernière égalité entraîne la stabilité au sens de Ljapunov 
du mouvement permanent indiqué On montre comme au $ 39 que 


&° —> 0 pour t—> +o et que ù ai (roi X So;) —> 0 avec t—+ Lo, 


On conclut de même à l'instabilité au sens de Ljapunov des mou- 
vements restants. 


TH£oreME 40.2. Avec la commande (40.5) tout mouvement du 
solide T, ou bien est permanent: ©: = @, et So = rom Sos = 
= So] X Soc, Où bien tend vers un tel état. Ceci étant, il y a stabilité 
asymptotique au sens de Ljapunov du mouvement permanent ©: = ©;, 
Soi —= Foi à — À, 2, 3, les autres mouvements étant instables. 


REMARQUE 1. Le présent théorème inclut le Théorème 40.1. 
comme un Cas particulier. Il reste valable (comme celui-ci) pour 
un couple de commande plus général tel que 


M — u + 66, +o, x Eu: + Soi X grad U, 


Soi 


avec U une fonction définie positive de sy — ro; et W = (@.—0,)-p 
une fonction définie négative des composantes du vecteur &: — w.. 


REMARQUE 2. Si le système commandant 7, est dépourvu de 
détecteurs de vitesse angulaire, il suffit de mesurer dans le trièdre 
lié Oxyz les composantes des vecteurs unités So, et Sp: VU QUE Sos = 


1 . 
— Soi X So2 et —o — 2 Soi X Soi- 


REMARQUE 3. L'expression de M renferme ©, dont les composantes 
sont en général connues dans le trièdre lié à s,,. Ainsi, le calcul de M 
en projection sur les axes de Ozxyz exige certains éclaircissements. 

Soit ©, un vecteur-colonne formé, avec les composantes de ©, 
dans le système So» So Sos et ©? un vecteur-colonne d'éléments les 
composantes de w, dans Ozxyz dont les axes sont les axes centraux 
principaux d'inertie de 7. 

Alors w; — A@,, À étant la matrice de transition. Les colonnes 
de À sont les composantes des vecteurs ss, So, Sos dans Oxyz. 

Ce fait permet de construire le couple de commande M moyennant 
les projections de s,, et So dans Ozxyz. 

Abordons le problème de balayage des axes du solide Ozxyz. 
Soit donné un vecteur unité s, fixe dans le système OEnë et soit ©, 


26° 
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la vitesse angulaire instantanée qui définit le balayage des axes de 
Oxyz dans OËnt. Notons o, le vecteur-colonne formé avec les com- 


posantes de s, dans Ozyz, auquel cas &, — — ©, X ©. 

Cette équation et la position initiale de s, dans Ozxyz pour t = 0 
définissent ©, (t) de façon unique. On demande un couple de com- 
mande M tel que le balayage donné des axes de Ozxyz soit stable. 
Désignons par w, la vitesse angulaire du solide et posons © = 
—= Oo — O1. 

Considérons M de la forme 


= —o + 00, + ©, X B@ +00 X So. (40.9) 


Les équations du mouvement du solide et des vecteurs unités 
s'écrivent 


8: + 6: X 60, = M, 


S9 = — @ X So, (40.10) 
Co = — @: X Oo. 


Ce système a, on le voit aisément, deux mouvements permanents: 
LOS _— @, 


40. 
So — Co; Fo 
ae (40.12) 
80 — — Co. 


Montrons que (40.11) présente nécessairement la stabilité asympto- 
tique au sens de Ljapunov et que (40.12) est instable au même sens. 
Pour cela on procède dans (40.10) à la substitution 


O — @: — COTES 
ce qui donne 


Oo + © X Ou: = — © + 0 X So, (40.13) 
So = — Oo X So; 
(40.14) 
Oo = — X Oo- 


Multiplions l'égalité (40.13) scalairement par ©: 
37 (@-80)= —&?+ (&, 00,80), (40.15) 
et calculons (@, ©,, So): 


. . d 1 ; 
(©, Co, So) = (@2, Oo, So) — (1, Go, So) = Vo -So + Oo - So = 9 (So — Co)”. 
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» 


a avons utilisé s5 = 6 — 1. On trouve à présent à partir de 
(40.15) : 

dVidt = W, (40.16) 
avec 


V — + [@-& + (so — G))?] et W— — 2. 


La fonction V est définie positive par rapport aux composantes 
de w et de s, — ©, et sa dérivée totale est négative, d’où la stabilité 
selon Ljapunov du mouvement (40.11). Tout mouvement du systè- 
me (40.13), (40.14) jouit de la propriété W —+ 0, o, X so —> 0 pour 
t—> +oo (on le prouve comme au $ 39). Il en résulte la stabilité 
asymptotique au sens de Ljapunov de (40.11). On vérifie facilement 


que V, — + [wo-6o — (s, -- ©,)*] vérifie la condition dV,/dt = W. 


On démontre donc comme plus haut l'instabilité obligatoire du 
mouvement permanent (40.12). On suppose évidemment que la 
vitesse angulaire de balayage ©, est une fonction vectorielle définie 
pour t{ > 0, continuement dérivable partout et bornée, ainsi que 
sa dérivée. 


TH£OREME 40.3. Avec la commande (40.9), ou bien le solide T,, 
est animé du mouvement permanent (40.11), (40.12), ou bien il s'ap- 
proche indéfiniment de tels états, le mouvement (40.11) étant asympto- 
tiquement stable au sens de Ljapunov et le mouvement (40.12) instable 
au même sens. 


REMARQUE. La formation du couple de commande (40.9) se fait 
moyennant plusieurs quantités. Elle s'avère impossible si l’on ne 
mesure que les composantes de s,. Mais si l’on dispose d’un détec- 
teur de projections de la vitesse angulaire sur s,, on détermine bien 
le couple en question, les vecteurs ©, et &, étant supposés des fonc- 
tions données du temps. En effet, la vitesse angulaire w., du mou- 
vement réel se calcule par la formule 


O2 = So°(@2-S0) — So X So- 


Proposons-nous de déterminer la vitesse angulaire de balayage 
o, et le vecteur ©,. Dirigeons l’axe On du trièdre absolu suivant 
le eo s, et admettons que Ozxyz coïncide avec OEn£ à l’instant 
initial. 

On décrit la position de Oxyz dans le trièdre absolu OEn£ à l’aide 
de trois angles: + (rotation de Ozxyz autour de On qui amène Oz 
dans une nouvelle position Oz,); 6 (rotation autour de Oz, qui don- 
ne Oy); p (rotation autour de Oy qui fait coïncider le système avec 
Ozxyz). On estime que toutes les rotations s'effectuent dans le sens 
inverse des aiguilles d’une montre pour un observateur ayant ses 
pieds à l’origine et sa tête en l'extrémité des vecteurs unités portés 
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par les axes de rotation correspondants. La matrice de transition 
s'écrit alors À = À, (œ) 4, (0) À, (tb), où 


cos 0 sin cosO sin6 0 
À; (D) — 0 1 0 : CHE cos 8 ) 


— sin 0 cos () O 1. 


cosp 0 sin 


—sinp 0 cos 


les colonnes de À étant les projections des vecteurs unités &0s No: Go 
du trièdre OEn& dans Ozxyz. Posons d = k.t, 0 = k.t, q = kst, ki, 
k:, ka étant des constantes. On a alors 


O1 = Xino + K2Z10 + ÉsYo- 


Ici Mo; 210, Yo désignent les vecteurs unités des axes On, Oz, Oy 
respectivement. Visiblement z,o = o X Yo- Projetons la vitesse 
angulaire &, sur les axes du trièdre lié, il vient 


(Xos O1) = Pa = ki (Mo; Xo) + Ka (Zi101 Xo): 
(Vos ©) = Gi = ki (Vos No) + És 
(Zos 1) = r1 = ki (Nos 20) + #2 (Z10 Zo). 
Le vecteur 6, étant le vecteur des projections de 1, dans Oxyz,; on a 
P1 = K101 — #20 


Q = k10e + 
1 — k103 +- k:01- 


Il découle des développements précédents que les composantes 
de ©, coïncident avec les éléments correspondants de la deuxième 
colonne de À. Donc 6, = a;:, Oo = Uor, O3 = Go» OÙ 


je = Cospsin 6, a, 


e = COS 0, a,; — —sin 6 sin q. 

Posons ks — nk,, ke — H, avec m et n des entiers. Pendant que 
la ligne des nœuds On fait un tour complet autour de On, l'axe Oz 
en fait »z autour de Oy et l'angle de nutation varie de 2x/m. 

Supposons qu’on décrit de © la sphère de rayon unité et qu'on 
délimite sur cette sphère un domaine S. On choisit m et nr de sorte 
que l'extrémité du vecteur unité x, de l'axe Or tombe dans S, et 
cela périodiquement parce que la matrice À est en l'occurrence 
périodique. 

En vertu du Théorème 40.3, le solide 7, évolue sous l’action du 
couple (40.9) de façon que son axe Ox coupe nécessairement le do- 
maine $ porté par la sphère unité mentionnée. 
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$ 41. Equations du mouvement d’un solide avec volants 
mobile autour d’un point fixe 


Soit un corps 7, avec volants T;, j = 1, ..., k, To et Tj étant 
supposés solides. Admettons que le centre d'inertie de T'; coïncide 
avec un point de i; qui est l’axe de rotation propre de ce corps. Sup- 
posons l’axe i; fixe dans 7,. Il en est alors de même du centre d’iner- 
tie de tout le système. Notons O ce centre d'inertie et assimilons-le 
à un point immobile. L'équation du mouvement se déduit de façon 
usuelle, à savoir on remplace le système de corps par celui de points 
matériels M; de masse m; chacun. 

Soit F;, le système des forces appliquées à M,. En notant r; le 
rayon vecteur de M; par rapport à O, le mouvement des systèmes 
de points matériels a pour équation | 


mr =F, i=1,..4N, (41.1) 


avec V le nombre de points. 


Multiplions les deux membres vectoriellement par r;, et som- 
mons, il vient 
N 


N 
CE d e e 
D ri X Ph > r;, X mir; = K=M. 


i1=1 i= 1 


Ici K désigne le moment cinétique du système : 
N e 
K — > Ti X Milis 
i=1 
et M le moment résultant des forces appliquées : 


N 
M = à r'; X F';. 
Ainsi, 
K=M. (41.2) 


Calculons le moment cinétique K du système considéré. Comme les 
points M; peuvent appartenir aussi bien à 7, qu’à T';, K s'écrit 


_ . 2 CE 
K=2Dr,xmr+} dr: X Mir. 
iTo j=1 T; 


> et 2) désignent la sommation par rapport à à tels que M;,€T, 
To T 


ou M,CT; respectivement. 
Notons @ la vitesse angulaire de T4 et ©; celle de T; par 


rapport à To. Il est clair que w;—=;-i,, avec p; l'angle de rota- 
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tion de 7} autour de i; par rapport à 7, et iyx le vecteur unité 
de l’axe i;. 

Si M;€T,, alors r=0XxXr;; si M;€T;, alors Mi Tic + Pi = 
= 6 X rc +(o+0@);) X ps, où r;c est le rayon vecteur du centre 
d'inertie de 7} par rapport à Ô et p, le rayon vecteur du point 
M; par rapport au centre d'inertie de 7;. 

Ces relations donnent 


k 
K=2n Xm;,(© Xr) + à ar: x m [© X rjc + (© +o;) X pi] = 
0 J= j 
k 


à 
= 2} nxm(oxr)+ À Dr x mo; x pi 
Tot+T} ji T, 


p; étant les rayons vecteurs des 7; par rapport au centre d'inertie 
de T;,on a D m;p, = 0, d'où 
T 


J 
Diri X Mi (©; X pi) + dpi X mi (©; X p;); 
T'; T; 
et donc 
h 
K = 6,0 + >» 6,0, (41.3) 
J=i 


6, étant le tenseur d'inertie par rapport à O du système tout entier 
des To, T1, -.., Ty pour la condition @; = 0, j = 1, ...,k, 
et 6; le tenseur d'inertie de T'; par rapport à son centre d'inertie. 

Multiplions les équations (41.1) vectoriellement par p, et sommons 
relativement aux W, € T;, il vient 


NT L 33 
216: X mari = Mi, 
#3 


avec M, le moment résultant des forces agissant sur M, par rapport 
au centre d'inertie de T';: 


M;= 2: x Fi. 
Tj 


Notons K; le moment cinétique des W, € T; par rapport au 
centre d'inertie de T;, il vient 


K,= M. (41.4) 
On vérifie aisément que 
K,= D pi X mp; = 6; (0 +0;), (41.5) 


6; étant une matrice. 
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k 
d 
Er 7S CT Ba >, 6j6;) = M, 
; 7 (41.6) 
= (85 (@+0,)] = M; 
Cette écriture se simplifie sous l’hypothèse que 


1) T; sont à symétrie dynamique et les axes de rotation à, sont 
les axes de symétrie dynamique ; 


2) T; tourne autour de i; à vitesse angulaire D; 
3) T, est invariablement lié au trièdre Ozxyz. | 
Assimilons les axes de Ozyz aux axes principaux d'inertie du: 


système tout entier dans la condition 7 =0,j=1,...,R. 

Désignons par À, B, C les moments principaux d’ inertie du 
système mentionné et par C; et 4; les moments d'inertie axial et 
équatorial de 7}. On a alors 


A 
6, = B | et 0;,=A;E—(A;—C;) iji;; 
C 
d'où 
k e 
K = Go + » C;p;-i,, 
J=i 
58 K, = [4;jE—(4;—C';) i;-if] (o +o;), 
ce qui donne le système 
R .e e 
6,0 + o X 600 + 2 [jé + (@;; OC), 1;)] C;= M. (41.7) 
= 
On a de mème 
K;—[A;jE—(4;—C;)is-if] x 


x [® + Pi + (o x i)]— (4 C3) (it + 59) (© + pis) = My. 
(41.8) 


Projetons les deux membres de (41.7) sur les axes de Oxyz et ceux: 
de (41.8) sur l’axe de rotation à, correspondant, il vient 


k ce e 
Ap+(C—B)gr+ 2 Cilesps + ps (gvs —rh;)] = Mos, 


k ee e 
Ba+(4—0C) pr+ à Cl; + ps (ras — py;5)] = Moys (41.9) 
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e k . e e 
Cr+(B— A) pq + à Cilv5P;: + p5 (PB; — au;)] = Mo, 
2— 


Ci(ps+ pas + ob; + rv;) =6;, 
où &;j, B;, y; sont les composantes de i,;, dans Ozyz, Moz, Moy, Moz 
les projections sur les mêmes axes du moment M, et 6, est la projec- 


tion sur i; du moment M, Ici p, q, r sont les projections sur les 
axes de Ozyz de la vitesse angulaire instantanée © du solide T4. 


$ 42. Problème d'orientation d’une direction donnée 
par les volants 


Soit, dans OEné, une direction fixe caractérisée par le vecteur 
unité s, et, dans 7,, un vecteur unité r, invariablement lié à To. 
‘On demande les couples de commande qui s’appliquent aux volants 
T ; de façon à stabiliser r, suivant s. 


TH£oRBME 42.1. Il existe des couples de commande appliqués à T; 

et possédant la propriété suivante : ou bien T, est en repos relatif 
OO — 0, So —= Tor (42.1) 
O — 0, So — —To (42.2) 
ou bien il s'approche indéfiniment d'un tel état, La position (42.1) étant 
-asymptotiquement stable au sens de Ljapunov et la position (42.2) 


forcément instable. Ceci étant, T, ne présente pas d'autres états de 
repos relatif. 


Pour démontrer cette proposition et, chose plus importante, pour 
construire effectivement les couples de commande, on considère le 
système d'équations qui décrivent le mouvement de 7, munis de 
volants 7, ..., Ty: 


e k ce e 
660 + © X 050 + 2 CjlijoPs + (Pr, ©, 150)] = Mo, (42.3) 
= 


Cilm+(e, il=Qn j=1,...,k. 
Montrons qu'on détermine, pour À = 3, les couples de commande 
du Théorème 42.1 qui agissent sur T,, T,, Ts. 
Faisons ensuite Gi = CP et ne) Qjijos posons Q — > © jijos 
on à dans ce cas ui ss 
8,0 + X Bo +q+o X q= Mi, 


. : (42.4) 
q + Do =Q. 
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Ici D = LCL*, avec C la matrice diagonale 


Ci (0 
0 " | 
0 Cs 


et L une matrice dont la j-ième colonne est formée avec les compo- 
santes de i;, dans Oxyz. 


Choisissons une fonction vectorielle Q telle qu’on ait 


a+oxXq—=M —M, (42.5) 
avec M un couple ; on trouve alors à partir de (42.5) 
8jw + 6 X 8,0 = M, (42.6) 
puis, moyennant cette égalité, 
Do = D6;'M — D6;' (0 X 6,0). (42.7) 


Utilisons (42.5), (42.7) et effectuons une substitution dans la seconde 
équation (42.4), il vient 


Q = (D65 — E)M+M, — © X q — DOS (wo X 6,0). (42.8) 
Considérons le système (42.4) sous la condition (42.8): 
850 + X 80 +q+0 X q= Mb, 


q—+Do=(D6:—E)M+M,—0 x q—D6: (0 x 850). 
Ici on pose 


(42.9) 


M=u+s x gradU, (42.10) 
So 


avec m un moment tel que œ-u = W soit une fonction définie néga- 
tive des composantes de © et U une fonction définie positive des 


composantes du vecteur s, — r,, par exemple u = —@ et U — 
= _ (So — ro) (42.10) prend alors la forme 
M = —0© + s, X ro. (42.11) 


On voit aisément qu'avec M de la forme (42.11), le système (42.9) 
admet une position d'équilibre © = 0, s, = +ro, 4 = Go, o étant 
un vecteur constant. Cette position d’équilibre correspond au cas 
où 7, ne tourne pas, le vecteur unité r, est colinéaire à s, et les corps 
T;,j = 1, 2, 3, sont animés d’un mouvement de rotation uniforme. 
Avec cette commande par volants le corps ne possède pas, on le 
vérifie sans peine, d’autres états d'équilibre relatif. 

Etant donnés la formule (42.6) et le couple (42.11), on peut pro- 
céder comme au $ 39 et analyser le comportement de 7, à l’aide de 
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la fonction 
V = + 1Ap° + Bq° ++ (So — ro)*]; 


et on a 
dVildt = W = —o*. 


A force de raisonner comme au $ 39, ce résultat conduit au 
Théorème 42.1. 


REMARQUE. Connaïissant les composantes de la vitesse angulaire 
w, celles du vecteur q et du vecteur s, dans Ozxyz, toutes les quantités 
figurant dans (42.8) peuvent être supposées connues si l’on se donne 
le couple (42.11). 

On mesure ces quantités par des appareils incorporés au système 
dé commande. Ce sont les détecteurs de vitesse angulaire des volants 
par rapport à T,, les détecteurs de vitesse angulaire de ce solide 
par rapport à ses axes centraux principaux d'inertie et les indica- 
teurs de projections de s, dans Ozxyz. 

Prenons le cas général et supposons T, lié d’une manière à un 
système de points matériels dont la position par rapport à 7, est 


définie univoquement par les coordonnées généralisées q, . . ., Qx. 
Sous cette hypothèse les équations du mouvement s’écrivent 
6w+o x 8w—=M+M,—Mh, (42.12) 
d ÔT 
Hs a = Qt, e;)+P;+R;,, Îi=1, ..., k, 
J 


où 6 est le tenseur d’inertie du système tout entier assimilé à un 
solide, T l'énergie cinétique des mouvements relatifs, M, le moment 
des forces de Coriolis, M, le moment cinétique relatif. P; — 
= P;(q, ..., qn, &) dépendent des forces centrifuges, À; — 


= R} (Qu + .., Qn, Qu ..., Qr, ©) des forces de Coriolis; Q; est la 
force généralisée rapportée ‘à la coordonnée généralisée qg;, e; un vec- 
teur: e; — e;(qg, - .., gr). M désigne le moment résultant des 
forces appliquées au système. 

Supposons qu’on est dans les conditions suivantes: 

a) le système (42.12) est résoluble par rapport aux composantes 


de © et aux quantités q; si bien qu'on a 
k 
© = a+ à aQi, 
k 
Q3= doj + à byiQi, j—=1,...,k; 


b) parmi les vecteurs a,, il s’en trouve trois linéairement indé- 
pendants. 
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Choisissons les forces généralisées Q, de façon à avoir la relation 
k 

Oa,+ > 6a,Q;+o x 60 = M. (42.13) 
i=1 


Soit s un vecteur unité fixe dans l’espace absolu et r un vecteur unité 
invariablement lié à 7. 


TH£OREME 42.2. Hypothèses a) et b). Si en outre les forces généralisées 
vérifient la relation (42.13), avec M = —o + ir X s, alors T, possède 
une position d'équilibre relatif r = s, © = 0, tout mouvement autre 
que l'équilibre relatif r — —s, © = 0, étant tel que r—s, © — 0 
pour t— oo avec un choix convenable de la constante positive L'> 0. 


TH£OREME 42.3. Hypothèses a) et b). Si en outre les forces générali- 


sées vérifient la relation (42.13), avec M = —(o — ©,) + Oo, + 
+ @o X 00 + ir X so, So étant un vecteur unité en rotation dans 
l’espace absolu à vitesse angulaire w,, alors le système (42.12) possède 
une position d'équilibre dynamique relatif 


PT — So: © — Go; 


tout mouvement autre que r = —So, © —= ©, étant tel que © — &o, 
r— S, pour t—+> oo avec un choix convenable de L > 0. 


TH£OREME 42.4. Hypothèses a) et b). Si en outre les forces généralisées 
vérifient la relation (42.13) avec 


M = —[o — 8- (w-s)] + ir XS5, 
alors le système (42.12) présente deux positions d'équilibre relatif 
Æ=S, @—=Às et r—=—Ss, Oo—=1uSs, 


où À et u sont deux paramètres réels, et tout mouvement de T, autre que 
les équilibres relatifs de la seconde famille jouit de la propriété r +5, 
© — Às pour t—+ +oo avec un choix convenable du nombre 1 > (. 
La démonstration s'effectue par construction des fonctions de 
Ljapunov et par recours aux intégrales premières de (42.12). 


S 43. Problème d'orientation des axes 
d’un corps à l’aide des volants 


Soit, dans le trièdre Oën&, deux vecteurs unités orthogonaux 
constants Soi et Speo. Notons S53 = So1 X So2- Soit deux vecteurs unités 
orthogonaux roy, Foe invariablement attachés à T,. Notons ros — 
= Foy X rose On demande les couples commandant les volants 
Ti, To, T3 de manière à stabiliser le système r4,, ro, Fos Par rapport 
au système Soy, So2r Sos: 
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THLOREME 43.1. Jl existe des couples qui contrôlent le mouvement 
des volants de façon que : ou bien T, soit en équilibre relatif 


OO — 0, Soi — Pot L' — 4, 2, 3, (43.1) 


ou bien il tend vers un état d'équilibre relatif avec t croissant indéfi- 
niment. Ceci étant, l'équilibre relatif 


O — 0, Sot —= Fots l — 1, 2, 3, (43.2) 


est asymptotiquement stable, les autres positions d'équilibre (43.1) sont 
instables et le corps T, ne présente pas d’autres équilibres relatifs à 
part (43.1). 

La dernière proposition se démontre en posant dans (42.9) 


3 
M=p+ > so x gradU, (43.3) 
i=1 . Soi 
avec u un moment tel que w-u = W soit une fonction définie néga- 
tive des composantes de @ et U une fonction définie positive des 
composantes de So; — roi. Par exemple, 
: 3 
1 à : 
L= —0, U = >, (Soi — roi). (43.4) 
i=1 
On vérifie facilement sous cette condition que (43.1) sont les seules 
positions d'équilibre relatif de 7,. 


On étudie le mouvement de 7, moyennant (42.6) comme au 
$ 40. On utilise dans ce cas les fonctions 


3 
1 
V= | A4p+Bg+Cr+ > (Soi — ro |. 
i=1 
On vérifie sans peine que dV/dt = W = —*. 


REMARQUE. Si l’on dispose d'appareils mesurant les projections 
sur les axes de Ozxyz des vecteurs 851, So, On détermine les couples 
qui commandent les volants et vérifient les conditions du théorème 
sans utiliser les détecteurs de vitesse angulaire de 7, par rapport 
aux axes de Ozxyz car 


3 
| e 
oO — —+ À Soi X Soi: 
i=1 


mais on a toujours besoin d'indicateurs de vitesse angulaire des 
volants par rapport à T4. 

Admettons que le système So, So» Sos tourne comme un solide 
autour d’un point fixe O à vitesse angulaire w,. On demande les 
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couples qui commandent les volants de façon à stabiliser le système 
loir loc los dans la direction Sy, Soos Sos- Notons ©, la vitesse angu- 
laire de 7, animé d’un mouvement réel et x. la valeur du vecteur * 
pour ce mouvement. On a à partir de (42.9) 


jo: + & X Bow + 3 + &e X %3 = Mo (43.5) 
%a+ Dos =(D85:—E)M+M,— 0 X %: — DB; (@, X B0:). 


Posons dans cette égalité 
: 3 
M = p + 650, + oi X Oo@: + D So X grad U, (43.6) 
ii Soi 


avec u un moment tel que (&6, — w,) u = W soit une fonction défi- 
nie négative des composantes du vecteur w, — ©, et U une fonction 
définie positive des composantes de 


Soit — Foi à = À, 2, 3. 
Montrons qu'avec la commande (43.6) le système (43.5) possède 
un équilibre dynamique de la forme 
De = Os Soi = Æron à = À, 2, 3, 
Ko — K) 


avec x, une solution de l’équation 
ko X x = Mo— 80, — 0, X Epo. (43.7) 


Soit, pour fixer les idées, 


3 
1 
h=——(0,—o) et U=-— > (Soi — roi)”. 
im 
Remplaçons &., x. de (43.5) par ©,, x, et prenons en considération 
l'équation (43.7) et les relations s,; = rw, il vient des identités. 
TæHeorëME 43.2. Avec la commande 


6 — (D8°1 — E) M+M,— oo: X #2 — DO oO: X 602, 


k 3 
M = p + Go + © X 600: + 2 Soi X grad U 
=1{ S 


oi 


ou bien le solide T, est en équilibre dynamique relatif ©, = @;, Su — 
= +ro;, Ou bien il s'approche indéfiniment d’une telle position. Ceci 
étant, l'équilibre ©; = @1, So; = roi Présente la stabilité asymptotique 
conditionnelle, et les autres positions d'équilibre dynamique relatif 
sont nécessairement instables. 
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DEMONSTRATION. Admettons que &:, %2, Soi, à = 1, 2, 3, décri- 
vent un mouvement du système considéré, les fonctions s,, vérifiant 
les relations 


dSoi/dt — (o, —_ @») X Sois L — 1, 2: di (43.8) 
Retranchons de la première équation (43.5) la deuxième. On a par 
certaines transformations 
(E — D6:) (Bo, + we X Oowe — M) = 0. (43.9) 
Ici £ désigne la matrice unité et £ — D65' une matrice non singu- 
lière. Aussi (43.9) entraîne obligatoirement 
Be + + X Ooûe = M. (43.10) 
Faisons la substitution 
®2 — © GE Ds 
il vient 
: 3 
6,6 + © X 00@2 = — © + D roi X Soie (43.11) 
i=1 
Multiplions les deux membres scalairement par ©. On a, vu que 
O X Sp —= —dSo;/dt, 
1 d s 
+ (4P+B9+ CR + 3 (soi—ro) |=—&?. (43.19) 
i=1 
Comme au $ 40, (43.12) donne nécessairement 
wo — 0 et Sos X roy > 0 pour t + +00, (43.13) 
et on constate la stabilité asymptotique au sens de Ljapunov de la 
position © = 0, Sy; = roi, à = 1, 2, 3, donc la position d'équilibre 
dynamique relatif de 7, est à stabilité asymptotique conditionnelle 
et l'adjectif « conditionnelle » signifie qu’on examine la stabilité 
par rapport à une partie des coordonnées. 


Il y a ensuite instabilité de tout équilibre -dynamique relatif 
© = 0, Su = +roi autre que (43.13). 


REMARQUE. On peut déterminer les couples de commande du 
Théorème 43.2 avec les seuls signaux des indicateurs de vitesse 
angulaire des volants T,, T., T4 par rapport à T, et des détecteurs 
de projections des vecteurs 851, So, dans le système Ozxyz sans utiliser 
les détecteurs de vitesse angulaire de T,. En effet, ©, = ©, — 


3 
1 : À 2 ue 
— + D sx X Sox et on connaît les projections sur Sos, Sos Sos de la 


vitesse angulaire ©, de ce système. On peut donc trouver ses projec- 
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tions sur les axes de Ozxyz car la matrice de transition À entre ces 
systèmes a pour colonnes les composantes des vecteurs s,:. 

Passons au problème du balayage. Supposons que le trièdre Oxyz 
est animé d’un mouvement donné par rapport à OEn£ê à vitesse angu- 
laire ©. Le vecteur s, fixe par rapport à ce dernier système tourne 
alors par rapport à un observateur confondu avec Ozxyz à vitesse 
angulaire —@ et il se définit de façon unique dans ce repère par 
l'équation différentielle 


dsyldt = —& X So (43.14) 


et par ses projections initiales pour ? = 0. 

Soit ©, (t) le vecteur ainsi obtenu. Désignons comme plus haut 
par &. et x. le mouvement réel du système et par s, (ft) le vecteur- 
colonne de projections de s, sur les axes de Oxyz dans ce mouvement. 
On a alors 

dSo/dt = —@2 X So: (43.15) 
Posons dans (43.5) 
M — LU + O9 X So» (43.16) 


avec u un moment tel que (@, — ©,) u = W est une fonction défi- 
nie négative des composantes du vecteur @, — w,. On estime, pour 
fixer les idées, que 


u = —(@: — a). 
TH£OREME 43.3. Avec la commande 
8 = (D65' — E)M + M, — ©, X x: — DO 'o, X 60:, 
M = un +0 X So, 


ou bien T, évolue en régime de balayage: &: = @,, So = 60, ou 
bien il l’a pour limite, le mouvement ©, = &;,, So = ©, étant à sta- 
bilité asymptotique conditionnelle et ©, = @,, S, = —0, instable. 

La technique de démonstration est la même que pour le Théo- 
rème 43.2 avec recours aux résultats du $ 40. 


REMARQUE. Le problème proposé est possible si le système de 
commande de T7, est muni de détecteurs de projections des vitesses 
angulaires de 7, sur les axes de Ozxyz, d'indicateurs de vitesse angu- 
laire des volants et de ceux de projections de s,. On se passe cepen- 
dant des premiers appareils à condition d'utiliser les détecteurs de 
projections sur les axes de Ozxyz des vecteurs s,1 et Soc. 


$ 44. Un navigateur numérique 


Soit un objet qui est un solide du point de vue mécanique. Intro- 
duisons deux systèmes de coordonnées : OËn& (fixe;par rapport à la 
Terre) et Gzyz (invariablement lié à l’objet). L'origine © se confond 


27—0456 
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avec le centre de la Terre. EOn est le plan équatorial, l’axe OÙ est 
orienté vers le Nord suivant l’axe terrestre, OË est dans le plan du 
méridien nul, On dans le plan du méridien par 90° de longitude Est. 
Le trièdre OEn£ est direct. 

Confondons le point G avec le centre de gravité de l’object. S'il 
s’agit d’un vaisseau spatial, l'axe Gz est orienté vers l’avant suivant 
l'axe de l'engin, Gy est dirigé vers le bäbord dans le plan du maître- 
couple et Gz est vertical ascendant. L'objet est complètement repéré 
si l’on connaît la position de Gzxyz par rapport à OEnt. Cette posi- 
tion se définit de façon unique par six quantités : Es, no, Go (coordon- 
nées de G dans OËnë) et w, 6, @ (angles d’Euler). Les angles Ÿ, 6, p 
déterminent bien la matrice de transition À = {a;;}, i,j —1, 2,3, 
de sorte que a;; est le cosinus de l’angle formé par le i-ième axe de 
OëEn£ et le j-ième axe de Gzyz. Si un vecteur h possède les compo- 
santes k,, h,, h. dans Gzyz et les composantes k;, h;, h: dans OEn&, 
on a les relations 


Rs = Guhs + Goh, + Gsh., 
fn = Goihsz + Goohy + Gosh 
y = asihx + asoh, + assh: 


Menons par G les axes GE,, Gn,, G&, parallèles à OË, On, OË et 
notons Gn la droite d’intersection du plan Gzxy et du plan GE;n.. 
Il vient trois angles : 1 (de GE, et de Gn), 0 (de Gë, et de Gz), p (de Gx 
et de Gn). Rappelons que l'angle de précession 1} est compté à partir 
de GE, dans le sens contraire aux aiguilles d’une montre pour un 
observateur placé suivant G£, dans le sens de G vers &,. L'angle 86, 
ou plutôt sa variation, s'appelle nutation (0 est un angle dièdre 
formé par la rencontre des plans Gzry et GE;n, suivant la droite Gn 
dite ligne de nœuds). L’angle de rotation propre y est compté à partis 
de Gzx dans le sens inverse des aiguilles d’une montre pour un observa- 
teur placé sur Gz de façon que sa tête soit en z et ses pieds en G. 
Admettons que l'objet considéré est muni de six appareils de mesure : 
trois accéléromètres dont les axes sont dirigés suivant les axes x, 
y, z, et trois indicateurs de vitesse angulaire autour des axes Gz, 
Gy, Gz. Supposons qu’ils se situent tous dans le centre de gravité de 
l’objet. Notons w l’accélération du centre de gravité, © le vecteur 
vitesse angulaire autour du centre de gravité, W, le vecteur accélé- 
ration de la pesanteur au point G et w, le vecteur vitesse angulaire 
de la Terre. Posons 


W=w Lwm;, Q = © +o. (44.1) 


Les accéléromètres mesureront les projections de w sur les axes 
Gz, Gy, Gz et les indicateurs de vitesse angulaire les projections, sur 
les mêmes axes, du vecteur &. Les dernières égalités entraînent les 
relations suivantes entre les projections de w sur les axes de Gzyz 
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et de OEnc: 
4 = — dyWx En GyoUy Sa Gall: 
Un — ZoWzx + As, + dog, (44.2) 
Wy = AyWz + so, + Asa. 
Ici w,, w,, w, sont les signaux d’entrée des accéléromètres et ils 
s’interprètent donc comme des nombres donnés. On a de plus 
We = w; + Wo, 
Wa = y + Wim (44.3) 
We = Ur + Wot- 


Ici Wo:, Won, Woc Sont les projections sur OË, On, OË de l’accélé- 
ration de la pesanteur en G. Donc 


Oo = —8E/p, Won = —En/p, wo; = —£E/p, (44.4) 
où p= VENTE. 


La quantité g est la valeur numérique de l’accélération de la 
pesanteur. Ces relations ont lieu parce que le vecteur accélération 
de la pesanteur est dirigé suivant le rayon OG vers le centre de la 
Terre et £, n, & sont! les composantes de OG. Les quantités W:, W,, 
W, sont les projections sur OË, On, OË du vecteur accélération OG, 
donc W: = E, Wa =n, W: = €. Par suite de ces égalités, on 
obtient avec (44.2): 


ee £gè 
E— — p. + dix + die + GisW,, 


n—= — + ae + Gray + Ga, (44.5) 


- 86 
C= — p + asiWe + As, + Ass. 


Les quantités a;; sont, nous l'avons déjà dit, des fonctions des 
angles w, 60,  dui varient dans le temps. Etablissons les équations 
différentielles qui les définissent. On examine à cet effet les rela- 
tions entre les indications fournies par les détecteurs de vitesse angu- 
laire, d’une part, et les angles 1, 6, œ et leurs dérivées, de l’autre. 
Notons no, Zo, Go les vecteurs unités respectifs de la ligne des nœuds 


Gn et des axes Gz et G,. La vitesse angulaire @ de l’objet se met 
alors sous la forme 


© = 1h60 +- Ôno + Po (44.6) 


La vitesse angulaire de la Terre est w, = &9@, avec & la valeur 
numérique de &,, donc 


Q — (+ à) Lo + no + PZe- (44.7) 
21% 
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En projection sur les axes Gzx, Gy, Gz, (44.7) donne 


Q,= (+ &) (60 Xo) +0 (no, Xo) + P (Zo, Xo), 
Q, = (b+ &) (Ëos Yo) +8 (no: Yo) + P (20, Yo), (44.8) 
Q, = (b + &) (Los Zo) +6 (Ro: 2Zo) + (Zo» Zo)- 


Trouvons l'expression du produit scalaire des vecteurs unités, 
il vient 


Q, = (+ a) as +8 cos p, 
Q,= (+ a) 432 + 0 sin y, (44.9) 
Q, = (+ a) au + D. 


Donnons les dérivées des angles w, 6, ® en fonction de leurs valeurs 
et des signaux de sortie des indicateurs de vitesse angulaire : 


° [Q. sin p—Q, cos p 
= ui sny —ancsp 
31SIn@ — 432 COS P 
° GanQ y — a31Q, 
RS ie PE (44.10) 
ago COS P— a34 SIN 
| Q, sin p—Q, cos p 
p=S,—a38 


G31 SIN — az COS P 


Le système (44.5) et (44.10) repère complètement l’objet dans 
l’espace à tout instant donné moyennant les signaux des détecteurs 
d'accélération et de vitesse angulaire si l’on connaît à un instant 


initial L = Lo 9 quantités Eos Vo; Co: Eos No» Con Vo» 6,, Po qui caracté- 
risent la position du centre de gravité, sa vitesse à l'instant initial 
et la position des axes liés par rapport aux axes fixes. En effet, le 
système obtenu comprend six équations différentielles pour déter- 
miner les fonctions cherchées E, n, 6, +, 6, p. En vertu du théorème 
d'existence et d’unicité il admet une solution unique compatible 
avec les conditions initiales indiquées. Cette solution définit de 
façon unique la position de notre objet dans l’espace. 

Soient E (4), n (ft), & (t) les coordonnées du centre de gravité de 
l’objet. Repérons celui-ci par rapport à la sphère terrestre. Etant 
donnés À et 6, latitude et longitude géographiques du lieu, le point 
projection du centre de gravité sur la surface terrestre a pour coor- 
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données géographiques 


A=arcsin =, 
: (44.11) 
( AIC COS —— ie pour n>0, 
= { 
| ee pour n< 0, 


où p est la distance du centre de gravité de la Terre au point considéré. 
Soit À la hauteur du point G au-dessus du sol. On a alors 


H=po—R, (44.19) 


R étant le rayon terrestre. 

Les formules (44.11) et (44.12) donnent la position du centre de 
gravité en coordonnées géographiques. Ecrivons les formules pour 
l'orientation de l’objet par rapport à l'horizon local. L’horizon 
local est formé par un plan perpendiculaire à la verticale locale, 
i. e. au vecteur UG. Cherchons les angles des axes Gz, Gy, Gz avec ce 
plan. Notons 6 l’angle de Gz avec le plan horizontal et y l’angle de 
Gy et de ce plan. S'agissant d’un appareil volant, ce sont les angles 
de tangage (0) et de roulis (+). 

Notons r, le vecteur unité issu de G et dirigé suivant la verticale 
ascendante. On a 


— E6o + nn0 + Co (44.13) 
P | 


L'angle 6 peut être défini comme étant supplémentaire de l’angle 
formé par Gz et la verticale, donc 


0 — _. — arc COS (Xos To) = _— arc cos AE em + eue , (44.14) 


_GsËtenn test (4445) 


PL 
Y= 5 — arc COS (Yo, ro) = — arc cos 0 


L'orientation se trouve complètement déterminée si l’on introduit 
l’angle de lacet 1 qu’on définit comme étant formé par la projection 
de Gz sur le plan horizontal et la direction Nord. Cherchons 1 en 
fonction des coordonnées du centre de gravité et des angles d'Euler 
qui orientent les axes de l’objet dans le trièdre absolu. Le produit 
ro X Go est un vecteur perpendiculaire au plan du méridien du 
lieu et orienté vers l'Ouest suivant un parallèle. Le double produit 
vectoriel (ro X £o) X r, donne un vecteur orienté versle Nord dans le 
plan horizontal. Notons a ce vecteur. Le vecteur r, X x, est per- 
pendiculaire à r, et à x, dans le plan horizontal, donc (r, X xo) X 
X r, est dirigé suivant la projection de Gzx sur ce plan. Notons b 


422 COMMANDE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE [CH. VIII 


ce vecteur. On a 
(a, b) 


= arc COS ; 
Ÿ [aib] 


Utilisons la règle 
a X (b X c) = b (ac) — c (ab) 
pour trouver a, b et leurs modules: 
a— — (ro (ro; Go) — Go); 
b— — (ro (ro; Xo) — Go); 


(a, b)— (Go: Xo) — (ro: Xo) (ro; Go) = 431 + (a118 + doi + aid), 


[a+ (ro; 80)2—2 (ro, 6o)2= 1— (ro Bo 1— EE, 


o 3 
[bf2=1—(r0, x)? =1 — Quiteut + a 30) | 
L'angle # s'exprime donc par la formule 


Ÿ = arc cos (as = (au3E + den + ait) X 


C3 \—1/ê (ay1Ë + aosn + as1b) | — 1/2 
x (1-5) (4 tuitenntent) Ve (646 

Les formules (44.11)-(44.16) situent de façon unique le centre de 
gravité de l’objet en coordonnées terrestres À, 6, H et déterminent 
de même l'orientation de ses axes par rapport à la verticale locale 
et à la direction Nord. Il y a parfois intérêt à définir ces quantités 
par les indications des accéléromètres et des détecteurs de vitesse 
angulaire. On établit à cette fin un système d’équations qui relie 
directement les signaux des appareils avec les six quantités men- 


tionnées. Construisons un trièdre GEn& tel que GE soit dirigé vers le 
Nord, Gn vers l'Ouest et GË suivant la verticale locale. ëGn est le 
plan de l'horizon du lieu. Pour visualiser les angles ÿ, 6, @, on 
admet que Gzyz se confond avec GEnC. Faisons tourner Gzyz autour de 
G& d'angle +. Nous appellerons ligne des nœuds, et nous noterons 
Gr, une droite perpendiculaire à la nouvelle position de Gz. Effec- 
tuons une deuxième rotation 6 autour de la ligne des nœuds, puis une 
‘troisième y autour de la nouvelle position de l’axe Gzx. Soit n, le 
vecteur unité de la ligne des nœuds. La vitesse angulaire © de l’objet 
mobile autour de son centre de gravité est la somme des vitesses de 


rotation autour de GE, Gn, Gr, donc 


© = Ÿbo+ Ëno + VX 
avec & le vecteur unité de G&. Soit une matrice B = {b,;}, à, j — 


EE 


— 4, 2, 3, où b;,; est le cosinus de l’angle du i-ième axe de GEnê 
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avec le j-ième axe de Gzyz. Soit € = {c;;}, i, j = 1, 2, 3, la matrice 
de transition du trièdre absolu OEné à GEnË, si bien que c;; est le 
cosinus de l’angle formé par le i-ième axe de OEn£ et le j-ième axe 


de GEn£é. Il est clair que À = BC, À étant la matrice de transition 
de Gzryz à OEn£. On a par conséquent 
3 
di; — > Cin0nj- 
h=1 
Le vecteur unité n, de la ligne des nœuds se représente comme 


No — Ëg sin Ÿ — hp COS Ÿ, 
auquel cas 


©, = (070) = Dhs + 8 (b4 sin ÿ— D, cos 1) + y, 
@y = (OYo) = 1128 Es ô (b42 Sin Ÿ — ds, cos 1), 
@, = (539) = bas + 0 (b4a sin Ÿ— Des cos Ÿ). 


La vitesse angulaire de rotation de la Terre s'exprime par le 
vecteur @) = &Go, d’où 


Dox — agys Doy — Ages Woz — Ale 
Posons comme plus haut @ = © + &,, nous avons alors 
Q, = + Vox Q, = OO, + Woys (2, = ©, + oz: 
Ces équations fournissent 


n _ (y — 0) (bis Sin Ÿ— b23 cos ÿ) —(Q, — wo:) (b42 Sin Ÿ— ba cos 4) 
b32 (b43 Sin Ÿ — be cos Ÿ) — b33 (b12 Sin Ÿ— b22 cos Ÿ) ! 
ô— (Qy — Woy) b33 — (0: — wo) bs2 
b32 (013 Sin Ÿ— b23 cos Ÿ) — bss (b42 Sin ÿ — b22 cos ÿ) ? 
Ÿ— (Q> — W9x) — 
in. (Qy — Foy) (13 Sin Ÿ — bas cos ÿ) — (Q: — w9:) (42 Sin Ÿ — b22 COS 1) 


b32 (b13 Sin Ÿ — b23 cos Ÿ) — b33 (bi2 Sin Ÿ — b52 cos 1) _ 
(Qy — Woy) b33 — (QC: — w0:) b32 
b32 (b13 Sin Ÿ — b23 cos w) — b33 (b42 Sin W — b22 cos Ÿ) ° 


— (0;, sin Ÿ— b:, cos 1) 


La Terre est une fois de plus assimilée à une sphère de rayon À. 
Cela donne 


p=R+H, 

ë = (R + H) sin À, 

n = (R + A) cos À cos 6, 
= (R + H) cos À sin 6. 


(44.17) 
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On trouve, moyennant ces égalités et (44.5), les équations diffé- 
rentielles pour définir 4, Ô, H: 


3 3 3 
(CR + A) sin À)" = sin Ag + Wa 2) Cards + Wy 2 Cadre + W, à Can Ohs, 
((R + A) cos À cos 6)” — 


3 8 3 
— £ COS À cos Ô + Was CikdR: + y à Cikdhe u W, 2 Cik bx2, (44. 18) 
3 
((R+ H) cos À sin 6)” = cos à sin ôg+w, D) Coxbrs + 
R=1 


3 3 
+ Wy à Conbre + W:; à Cak ns. 
Ram 1 Ram | 


Connaissant les signaux des accéléromètres et des indicateurs 
de vitesse angulaire on définit de façon unique par le système (44.17)- 
(44.18) la position de l’objet et son orientation dans le trièdre local 
si l’on se donne à un instant la position de son centre de gravité 
et l'orientation de ses axes, à savoir 


À, , H, À, ë, À ,Ÿo, Go, Yo- 


Si la commande est fonction de la déviation latérale par rapport 
à un plan, on établit les équations du mouvement pour chaque cas 
concret. 


$ 45. Cosinus directeurs des axes liés 


Soit deux systèmes de coordonnées Ozxryz et Ox'y'z', le premier 
étant absolu et le second lié à l’objet qu'il s’agit d’orienter. Notons 
Xor Yor Zo et X;, Ye, Z, les vecteurs unités des axes correspondants 
et a;; le cosinus de l’angle formé par le i-ième axe du trièdre lié et le 
j-ième axe du trièdre absolu. Nous avons 

Ga = (X6s Xo) ue = (Xés Yo) 13 = (X, Zo), (451) 
Go — (Yor Xo)  Gse = (Yo Yo) es = (Yo Zo), (45.2) 
Guy — (Zér Xo) Age = (26, Yo) Ass —= (Zé, Zo)- (49.3) 


Introduisons deux vecteurs S et H et désignons par s;, h; et si, 
+ ? 


hi, i = 1, 2, 3, leurs composantes dans Ozxyz et Ox'y'z" respective- 
ment. S et H s’écrivent dans le premier système : 


S = SiXo + S2Yo + S3Zos (45.4) 
H = ixo + heYo + hs2o- (45.5) 


N=SXxH. (45.6) 


Posons 
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En désignant par »,, n., n4 les composantes de N dans le système 
absolu, on a 


N = MXo + N:Yo + 320. (45.7) 


Multiplions les égalités (45.4), (45.5) et (45.7) scalairement par 
x, et rappelons-nous la relation (45.1), il vient 


Sy = S10u1 + Sodis + Sad 
hs = Ray + Rois + hsdis, (45.8) 
Ni = M1 + Nolje + NsGs. 


C’est un système d’équations linéaires algébriques qui permet de 
définir les cosinus directeurs de l’axe Oz’ dans le système absolu. 

On voit aisément que les cosinus directeurs du i-ième axe de 
Ox'y'z' vérifient le système d'équations 


St = SA gp + Soie + Sslias 


hi = hidyny + hote + haûis, (45.9) 
Nj = Nilyy + Nolje + lola 
i = 1, 2, 3, 


avec n;, i = 1, 2, 3, les projections de N sur les axes liés. 
Calculons le déterminant de (45.9), puis développons-le suivant 
la dernière ligne, il vient 


À = na (S2hs — Ross) — No (Sihs — Mass) + 
L na (she — ns.) = N°. (45.10) 


Ce déterminant est donc = 0 si et seulement si S et H ne sont 
pas colinéaires. 

Résolvons le système (45.9). Soit B sa matrice. La matrice inverse 
C = B”1 se définit comme suit. L'élément c;; est égal au cofacteur 
de b;,, élément de B, divisé par le déterminant de cette matrice. 
On en conclut sans difficulté que C peut s’écrire 


C=<H(HXN, NXxS, N). (45.11) 


Cela signifie que la première colonne de C est formée avec les 
composantes de H X N dans le trièdre absolu, la deuxième avec 
celles de N X S dans le même trièdre et la troisième avec les com- 
posantes de N. 

Moyennant la matrice C, les cosinus directeurs des axes pren- 
nent la forme 

À; — CF;, 
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dis s: 
A; = Œjo et F, — h; : (45.12) 
dis n; 
Ecrivons les cosinus directeurs sous forme scalaire. Calculons 
les vecteurs H]JX Net N X S: 
HXN—HXx(S X H) = SH° — H(H, S) = 6 (H)S, (45.13) 
avec © (H) une matrice telle que 
6 (H) = £EH° — HH*, 
H* désignant le transposé de H, de sorte que 
hiHhS —hihs —hihs 
O(H)=| —hohy RÈHRS —hhs |. (45.14) 
—hjhy —hjhe hi+hi 


où 


De même 
NXS—(SXH)XxS—S x (H XS) — 6 (S)-H. (45.15) 
Les relations (45.12)-(45.15) entraînent 
GiiN2 = 5 [si (Ro + RS) — se (Ra he) — 53 (hks-hs)] + 
+ hi [ha (SÈ+ 55) — ho (s1-52) — ha (S1-53)1 + ni (saha— ssh), (49.16) 
aieN?= si [—Sihohs + Se (RÈ + h3) — Ssha ha] + 
+ hi [— hisess + he (57 +55) — haS2S3] + ni (Sshki —Sihs), (45.17) 
GiaN°= Si —Sihshs — Sehshe +53 (hi + h2)] + 
+ hi [ — hi5353 — hoSsse + hs (ST + 52) + 
L ni (Siho—Sahs), i—=1,2, 3 (45.18) 


Les formules (45.16)-(45.18) définissent les cosinus directeurs du 
i-ième axe du trièdre lié dans le trièdre absolu. 
Effectuons certaines transformations. Posons 


S-H 
A=————, S 
STI] 1er. 
La quantité a est le cosinus de l’angle entre S et H, le vecteur © 
est orthogonal à H: 6H = 0, et le produit vectoriel o X H définit 

le vecteur N introduit ci-dessus, i.e. o X H = N\. 
Substituons ©, H, N à S, H, N dans les formules précédentes, 

il vient 


H XN—=0oH, N X o — Ho:. 
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On a, à partir de (45.12) 


au = pen 0is + |S (1 — 0?) hihj+nin), (45.19) 
i—1, 2,3; j—=1,2, 3. 
Ici nous avons utilisé les égalités 
N° =0" |H}° et o — | S [* (1 — a°). 
Notons que 0; et ©; de (45.19) sont donnés par 


NE, [S | ah; _. [S|ah; 
Oi—S; [H] RL ” [HI : 


$ 46. Angles de roulis, de lacet et de tangage 


Définissons l'angle de lacet d comme étant formé par la projec- 
tion de Ox’ sur le plan zz et l’axe Oz, l’angle de tangage 8 comme 
l'angle de cette projection avec Oz’ et l'angle de roulis y comme 
étant formé par Oy et sa projection sur le plan passant par Ox' et 
Oy. Représentons ces angles en fonction des projections de S et H 
dans le trièdre absolu et le trièdre lié. 

En notant n, le vecteur unité de la ligne des nœuds 


 — Xo X Yo 
0 [x XyYol’ 
on a 
_. = arccos (Z,, no); 
où 
ai ait 
Ÿ = arCCOS ———— — arccos =, 46.1) 
Vañ+ar Vi—afs 
Il n’y a aucune difficulté à établir de même 
6 = arctg = arCctg ——— (46.2) 
: Va a teb = 1— aie 
8 
99 Goa 
Ÿ = ArCCOS——<— — arccos — = ANCCOS — >. 
7 mas Vi-ei Va +03 
(46.3) 


Utilisons (45.16)-(45.18) pour exprimer 1, 6 et y en fonction des 
projections de S et H: 


= arccos [{si [54 (h2+ h5) —Sohihe — Sshihs] + 
+ hi [hs (Si + 55) — hosise — hais] + 
+ ni [Sols —hoss]}- {NS — {si — sihohs + se (hi + hi) — Sshohs] + 
HR [— hiSess + ho (2 + 55) — haSoss] + ni [Salsa —sih3]}?} HET, 
(46.4) 
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O= arctg [{Si [— sihohs + se (hi + hi) — sshohs] + 
Hi [— hisess + he (S5 + 53) — haSass] + 
+ A [Ssha — Sahs]} N° — [si (—sihohs + Se (hi + h5) — sshohs}) + 
+ hi (— hasass + ha (SE +55) —hasess) + ni (sshi—sihs)l} "7; (46.5) 
y= arccos [{5,(— Sihohy + 52 (hi + h5) —sshohs) + 
+R (— hisess + he (5 + 55) — Rasess] + 
+ 12 (Ssha — hass)} (NS — [si (—Sihahs + Se (hf + R3) — Sshohs) + 
+ hi (— ses “+ he (SE +52) — hasa6s) + ni (Shi —hass)]E} 2]. (46.6) 


On observe qu'avec les formules (46.1)-(46.3), les angles cherchés 
ne sont pas définis de façon unique. Voici un artifice qui permet de 
tourner cette difficulté. Etablissons tout d’abord l’origine et les 
intervalles de variation des angles. 

Sous l’hypothèse de Ozxyz et Ox'y’z’ confondus, + est l’angle dont 
le trièdre Ox'y’z’ tourne autour de Oy en sens inverse des aiguilles 
d’une montre. Cette rotation amène Oz’ en On (ligne des nœuds). 
L’angle + est donc compté à partir de l'axe Oz dans le plan xOz dans 
le sens contraire aux aiguilles d’une montre et varie de O0 à 2x. On 
a moyennant la formule (46.1): € [0, nlsi as << 0etpEln, 2x] 
Si 4,3 > 0. 

Effectuons une deuxième rotation de Ozx'y’z' d’angle 6 autour 
de On dans le même sens. Ainsi, pour Oz’ au-dessus du plan Ozxz, 
ona6€({0, x/2]et, pour Oz’ dans ce plan ou au-dessous, 0 €[0, —x;2]. 
La formule (46.2) définit 6 de façon unique et cet angle varie donc 
dans les limites 


8E[—:x/2, n/2]. 


Une troisième| rotation (angle y) autour de l’axe Oz’ amène 
Ozx'y'z" en coïncidence avec ce même trièdre dans le système absolu 
défini par Ÿ, 6, y. La formule (46.3) détermine y non univoquement. 
Admettons que y € [0, nl] si le vecteur y; est à droite du plan z'Oy 
et y Ex, 2x] pour y, à gauche de ce plan pour un observateur avant 
ses pieds en zx’ et sa tête en 0. On a avec cette convention 


1) YE (0, x] si ou bien a >0 et el 0, + ou ve 5x, 27 |, 
ou bien a3<0 et pe[+. LE 

2) YE[0, — x] si ou bien as<0etH€| 0, 7. ou pE[+x, 2x |, 
ou bien a >0 et pe[—+., Fa]. 
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$ 47. Contrôle sur la précision du repérage 


Dans le cas général, les composantes de S et H dans les deux 
trièdres considérés (absolu et lié) sont des variables aléatoires de 
fonction de répartition donnée. Les cosinus directeurs a;, du système 
lié et, partant, les angles de roulis, de lacet et de tangage sont donc 
également des variables aléatoires. 

Tandis que les lois de répartition des a;;, ÿ, 6, y sont impossibles 
à déterminer dans le cas général, on arrive toujours à calculer les 
moyennes et l'écart quadratique moyen de ces quantités et angles. 

Ainsi, on évalue la précision de l’orientation de l’objet considéré, 
et cela en fonction des erreurs de mesure et des défauts des modèles 
des vecteurs physiques S et H pris séparément ou dans leur ensemble. 
Supposons que les composantes de S et H s’écrivent 


= +; Si= Si + zx, 

hi=hi+ys hi=hf+uyi, i=1, 2,3, 
avec s?, hi, s;°, h;° des variables déterministes et x,, y;, xi, y: des 
variables aléatoires d'espérance mathématique nulle et de variance 
donnée. Admettons par exemple que ces variables sont mutuelle- 
ment indépendantes et suivent une loi normale. On ne retient 


dans le développement des a;; suivant leurs puissances que les 
termes linéaires en z;, yi, z;, y;. On a alors 


3 
0aij da; 0j; , daif ,\ _. 
ajy = dj + > (ra + va te GRECE y), ài=1, 2.3. 
k k : 
k= 1 (47.1) 
Le second membre est une variable aléatoire qui possède une 
loi normale. On estime donc de façon approchée que les moyennes 
de a;; sont données par les formules (45.16)-(45.18) si l’on remplace 
les quantités qui y figurent par leurs moyennes: 


#$, hi, si. hi, i=1, 2, 3. 


La variance des a,, se définit alors par les formules 
3 
Oa;j 2 da; 2 
D(&)= > (SZ) D(a)+(3) D (yr) + 
k=s1 


+(52) DGo+(%) DU], 5=1,2,8. (479 


Les dérivées partielles dans (47.1), (47.2) sont calculées pour 


les moyennes des composantes de S et H. Si le modèle de champ est 
parfait, i.e. 


D(z)=0 et Diy)—=0, i—=1, 2, 3, 
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la formule (47.2) donne le carré de l'erreur moyenne résultant d’un 
fonctionnement défectueux des instruments de bord. Avec des ins- 
truments parfaits ou donnant lieu à une erreur évanescente 


D(x)=D(y)=0, i=1,2,3, 
(47.2) fournit le carré de l'erreur moyenne due à une précision insuf- 
fisante du modèle physique de S et H. 

On évalue de même la précision de l’orientation par rapport aux 
angles de roulis, de lacet et de tangage. Développons +, 6, y en 
série et arrêtons-nous aux termes du premier degré par rapport aux 
erreurs : 


Len vo+ à S a+ yit-r a si +5 ôh: vi |, 
= 


1—= 


08 , 
0 — 80 + S [-® Lio F Yi a + y | ? (47.3) 


i=]| 


T— Yo+ S [SE Tite FR n+T ôs° sit vi |. 


i=! 


ce qui nous permet d'obtenir la variance: 
3 | 
D(h= 2 (2) G)+(52) Dun+ 
i=! 
+( D(x)+ (+ ) D (y?) |, 


2 


(47.4) 


S 


+(5) 26)+(3) Du], 


CA 


3) 

Do=S LS) DE)+ (22) D UD + 
: 
) 


3 
Dt= 2 (a) Det (Ge D'(y:)+ 


L 
+(7)06)+ (5) 20]. 


Trouvons les formules pour les dérivées partielles des a;;, Ÿ, 8 
et y. Selon $ 45, il y a entre A, et F; le système linéaire: 


BA, = Fi. (47.5) 


Soit B — B°+ AB, A;=A? + AA et F, = F° + AF; (A désigne 
l'erreur de mesure sur les vecteurs et les matrices). Le système (47.5) 
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s’écrit compte tenu des termes linéaires en les erreurs: 


BYAA, —— AF, x ABA*, (47.6) 
vu que 
B?AS = Fi. 
L'expression (47.6) donne 


Ecrivons l'égalité vectorielle (47.7) sous forme de composantes. 
On a pour Aa,;,: 


Aay = _ {ti [Sa (RS +5) — Sehigho — Sshaihs] + 
Hys [ha (ss +55) — Rosie — hssys] + 
+ [hs + yss2 — 2h — Sy] (Sahs — Sshe)} — 


3 
— ls EH RE) — se (hihs)—sshihse D za? — 


i= 
3 
— 7 Lu (+55) — he (s152) — hssiss] À gra, — 
im 


4 
— Nr (Sas —sshs) [— zi(aishs — hias,)+xe (aihs — ashi) — 
— za (añhs — aihi) + y (aies — 52 aÿs) — 
— Ye (ai,S$ — afssi) + ys(ahss —stai.)]. (47.8) 


On a, à partir de (46.1), 


aii 
COSY = ——__—— , 

Ÿ V1 — Aî2 

d'où 
3 
— sin poAbes— le +aatAass (1— 8) = 
1—a°2 
3 

—=(1—a$) * [Aa (1— ai) + afsaf Aus]. 

Notons que 
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et finalement 


A = [Aa (1— 4%) +afaÿ, Aie] —— (A an)", (47.9) 


— Aay» = 
| Aass _ 4 a è 1 
y apr (4740 


a L Co. +]: 
SinV=—""“— si ÿE 
1—a% VE EL , 2 |, 
° 0 — — 4$2 : SR re, 
Sin} Vi Si #W%£€ [5 T's 9 a]. 
Supposons que les composantes de S et H dans le trièdre absolu 


sont données sans erreur ou avec une erreur évanescente. L’équa- 
tion (47.7) s’écrit, sous cette hypothèse, 


AA; = CAF. (47.12) 


Calculons l’erreur totale moyenne que l’on commet en définis- 
sant les cosinus directeurs des axes liés et notons d,, l’erreur pour 
le i-ième axe. On a 


3 3 
da= D D(aÿ)= D M (Ac). (47.13) 
ji=1 i=1 
Moyennant (47.12), on obtient 
D) (Aa)? = AF?CèCAF:, (47.14) 
où 
(Ho X No)? (Ho X No) (No X So) 0 ; 
CiCo= | (Ho X No) (So X No) (So X No) 0 |x-r. 
(N5) 
0 0 N° 
(47.15) 


On approche la dernière composante du vecteur AF, par une 
fonction linéaire des variables x, x;, x,, y;, y:, y, de numéros autres 
que i. Cette composante est donc indépendante des deux premières. 
Prenons maintenant l’espérance mathématique des deux membres de 
(47.14). On a 


di = NT (HÉD(zi)+SiD(y)+ D(Anÿ] i=1, 2, 3. (47.16) 
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Explicitons l’erreur moyenne sur chacun des axes et calculons 
d’abord la quantité D (An;), i = 1, 2, 3: 


D(An;)=D (A (sh;—ssh)) & D (sy; + xhs — sy — 25h) = 
=s"D(y)+s"D(y)+h" Ds) +R D (x). (47.17) 
On trouve par substitution de (47.17) dans (47.16): 


dun = 7 D (x) He D (23) Ri9° + D (25) RS + 
+D(y)Si+D(y)s"+D (y:)s"1; (47.18) 

den = ge LD (25) H5 + D (23) RS + D (x) RS + 
+D(y)S+D(y)s"+D(yi)s;*"]; (47.19) 

dan = pe LD (23) Hé + D (x) RSS° + D (23) hi + 
+D(y:)S$+D(yi)s"+D(y) si"). (47.20) 


Notons que N° = HS’ sin° &, & étant l'angle entre les vecteurs 
S et H. 

-_ Il découle de (47.18)-(47.20) que le degré de précision de l’orien- 
tation diminue brusquement avec l’angle entre les vecteurs, et cela 
de façon inversement proportionnelle. 

Connaissant la variance des erreurs commises par tous les instru- 
ments de bord et les limites voulues de l'orientation (borne supé- 
rieure des d,,), on indique les tronçons de l’orbite sur lesquels le 
problème de l'orientation est résolu de façon certaine avec la pré- 
cision admise. 

Voyons l’incidence du caractère imparfait des modèles de S et 
H sur l’erreur d'orientation. 

Soit AF, = O0, ce qui permet d’obtenir, à partir de (47.7), 


AA; = —C,ABA. (47.21) 
Posons 
ABA° = AB. (47.22) 
On a 
AA; — —C,AB;, 
d'où 
3 
2 (Aa)? = ABŸCSCoAB:. (47.23) 
=1 


Vu l'indépendance mutuelle de deux premières composantes 
de AB,, l'espérance mathématique des deux membres de (47.23) 


28—0456 
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s'écrit 
3 3 
diu = M[ 3 Qu ]= X D (a) = 
= 1 J=il 


= a [H2D (Ab1) + S2D (Abie) + D (Abis)], (47.24) 


b;; étant les composantes du vecteur B, et d,,, l'erreur moyenne sur 
la position du i-ième axe du trièdre lié, qui dépend des erreurs dues 
aux modèles de S et H. Explicitons en fonction de la variance des 
dim et définissons pour cela la variance des composantes de AB, : 


3 3 
D (Ab:1) =D (3 z;a%;)— à aÿ D (z;). (47.25) 
On a de même 
( 3 
D (Abi2) = À a®D (y;). (47.26) 
2= 


Trouvons D (Ab;:) pour i = 1, 2, 3: 
D (Abis) = D (AN, A) = DI[(AS x H,+5S, x AH) Af] = 
= D {(AS, H,, A!) + (AH, A°, S,)]. 
Ainsi, 
D (Abis) = D (z,) (h£a®,— ah)? + D (x) (ha, — h°a%)2+ 
+ D (xs) (hiaï—hiai)?+ D (us) (s3 ais — aisss)? + 
+ D(y:) (Sais —ssai) + D (ys) (sais —sia;). (47.27) 
Le report de (47.25)-(47.27) dans (47.24) donne 
N° diu = D (z1) [Héaÿ, + (hèaf, — af,h3)?] + 
+ D (22) (Hya + (Rte? — h3ah)?]+ D (23) [HBa®s + (R?af,— ha)? + 
+D (y) 1S3aÿ + (sa%—s$at)?]+ D (y:) [Ssai + (sPafi— sa2,)?] + 
+ D (y:)1Sia% + (stat —stat)?], i—1, 2, 3. (47.28) 


Sous l’hypothèse de l'indépendance des erreurs dues à l’impré- 
cision des modèles de S et H et de celles des instruments de bord, 
calculons l’erreur totale sur l'orientation des axes du trièdre lié 
par rapport à celui de référence : 


d; — Vi + CHYA 
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à savoir 
d=r {D (25) 3 + D (23) RSS + D (ai) 4 D (ui) Si + 
+ D (y:) si + D (y:) s+D (z1) [Hia% + Gas ah] No 
+ D (x) (Béa% + (A?aÿ,— a ht)?1+ D (72) [Béaf + (hta®.— a9h2)?] + 
+ D (y;) [Sta® + F (s js — @4:83)?] + D (y2) [Sèa®, + (si ais — ai,s5 )?] + 
+ D (us) (Siafs + (sai —afst)2]}"": 
de= psy (D (ei) 3 + D (x) hi + D (ai) RS + D (ui) S3 + 


+ D.(y!) S°° + D (y) s5° + D (xs) 1HEa% + (h£a?, — a h°}2] + 
+ D (x:) [Héat+(Hais—ah$)) + D (xs) (H3a% + (h?a2,— a2,h2)2] + 
+ D (y;) (Si as à + (sa; — a255)?] + D (ye) (Séas : + (sa —s5an)?] + 
+ D (ys) [Si a + (san — anst)21}"/? ; 


ds= —— {D (x!) HË+ D (x) hi + D (x;) °° + D (y;) SE, + 


Le TNok 
+ D (y) °° + D (2) si + D (x:) (Ha H + (Réahs— ah) + 
+ D (2) (Bi a$s + (h?aÿ— afht)?] + D (xs) [B?a% + (h?aï,— a9,h2)?] + 
+ D (y:)1S5a% + (sai — a2,52)2]+ D (ge) 1S3aë + (sai — aÿss)?1 + 
+ D (us) (SiaS + (san —aus)2]} 7. 
_Et voici une autre manière de se denner les erreurs sur S et H. 
_ S=S + AS; 1H = H° + AH. 
Admettons que AS et AH sont de petits vecteurs et possèdent 
chacun une fonction de répartition telle que S et H se situent dans 
des cônes. Leur détermination analytique exige qu’on construise 


dans un plan perpendiculaire à S, un système de coordonnées. On 
prend pour un premier vecteur unité 


N° = S° x Hp, 
et pour un deuxième 
M° = S° X N°. 
AS s'écrit maintenant 
AS = Nr cos o + Mfr sin , (47.29) 
avec l’angle @ uniformément distribué sur [0, 2x] et r réparti sui- 
vant une loi de sorte que M (r) = 0. 
28* 
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On a de même pour AH: 

AH = Np cos x + Kp sin Y, (47.30) 
où N° = S° X H°, K° — H° X N°,p est réparti suivant une loi de 
façon que M (op) = 0, et x est uniformément distribué sur [0, 2x]. 

Les erreurs AS et AH résultent ou bien de l’imperfection du 


modèle des vecteurs réels ou bien de celle des appareils de bord. Dans 
le premier cas, on a à partir de (47.29), (47.30) : 


Zy = (Xo, AS) = nir cos p + (s5n5 —s5n) r sin p, 
Ta = (Yo, AS) = rer cos p+(s5mi —sin;)r sin , 
Zs = (Zo, AS) = n$r cos p+(s?n$ —sèn!)r sin op, 
Yi = (Xo, AH) =nfpcosX +(h5n$ —nh$5) psinX, 
Ya = (Yo, AH) = np cos 4 + (hksni —nsh?) psinY, 
Ys— (Zo, AH) = rip cos x + (hinz —nihi) p sin y. 


(47.31) 


(S'agissant d'erreurs présentées par les instruments, les lettres 
correspondantes seront dotées d'un accent.) Portons (47.31) dans 
(47.1) il vient 


ay = di; + ar cos (p — p°) + Bip cos (x — X°) + 


+ ar" cos (p°— p°") + fi p" cos (X’ — y°”), 
d’où 


D (ai;) = + (a%D (r) + BY D (p) + ati D (r' ) BD (PI. 
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Les résultats précédents nous autorisent à dire que les cosinus 
directeurs des axes liés à l’objet et les angles de tangage, de roulis 
et de lacet se définissent de façon unique à l’aide de six quantités 
s:, k; à condition de connaître s; et h;, i = 1, 

Les premières quantités étant mesurées par des instruments de 
bord, des cas peuvent se présenter où la mesure n'est faite que sur 
certaines d'entre elles, soit que les appareils correspondants soient 
en panne, soit que la position relative de la Terre, du Soleil et de 
l'objet étudié ne le permette pas. Connaissant l’orientation aux 
instants précédents, le problème admet au moins deux résolutions: 
4) on extrapole sur les parties de l'orbite où il y a impossibilité 
de mesurer quelques-unes des quantités mentionnées; 2) on intègre 
les équations d’ Euler avec des conditions initiales définies à la 
lumière de ce qu'on sait de l’orientation. Illustrons ces deux appro- 
ches sur un problème concret. 

Soit un intervalle [0, T] tel que le réblème d’orientation possède 
dans {0, £,] une solution unique. Supposons que les appareils de 
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bord ne produisent pas sur [#,, TJ] de signaux relatifs; à si, i — 
= 1, 2, 3. On demande les cosinus directeurs des axes liés dans le 
trièdre ‘absolu pour t € [to, TJ. La résolution se basera sur les for- 
mules (45.1)-(45.3). On a nécessairement 


3 3 
D sihi=1> sihi 
3=1 i=1{ 


du moment que le produit scalaire de vecteurs est invariant par 
les rotations du système de coordonnées rectangulaires. Ainsi, le 
cosinus de l’angle de H” = (h,, h:, h:) avec le vecteur inconnu S — 
= (s;, s;, s:) reste connu pour t € [t,, T]. Désignons sa grandeur par 


ÿ 
2 


VÉVE 


aH 
S= +V1—2 (48.1) 


Posons 


À étant un vecteur unité dans un plan perpendiculaire à H. Posons 
ensuite 


__HXx __Hx% 
Tax % = TH) 


Les vecteurs unités &,, no définissent un trièdre direct dans un plan 
perpendiculaire à H et passant par l'extrémité de S. Dans ce trièdre 
le vecteur À se met sous la forme 


À = M60 + À: (48.2) 
donc S s'écrit 


Trouvons la projection de (48.3) sur les axes liés et recherchons 
pour cela les projections sur ces axes de E£, et no: 


(xs, $o) = 0, (Yor 80) = hs 
(25 80) = 7: (xÿ, Mo) = VERRE, (48.4) 
(Y5, No) = its (2, No) = on 


|HIV ASTRA? [HI VrE+RS 
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On a avec les formules (48.4), (48.3): 


So ahi— ho VT—a VRi +R 


| H : 
Vi 
ah3+ RÉ Te [H|hs+Aohih:s) 
; ; h3+ hs 
S» + (S, Yo) = SA LA an | H | ’ (48.5) 
ahs + HE. (—Aihs | H|+Aoh;hs) 


Ss=(S, z) = 
Posons comme plus haut 


N=SxH=—V1—a2 (At, x H+ no X H). 


[H| d 


On a alors 

m=MVI—-eVRI+RT, 

, _—— k hs | H 

= —MVT-G- Et HA VT-S-ÉE., (48.6) 
ER A 5 Rep LL CERN a 
eV M VI dr 


Le report de (48.5), (48.6) dans (45.16)-(45.18) donne les formules 
pour les cosinus directeurs des axes liés dans Oxyz: 


. au N° = @un + Bal + Vus (48.7a) 
Gi = hihy (1 —a?), 
Bu= Via Vh? +R; (sh s3h2), 


Por VS (hi (BE — ua | H])— hi (saha— s5ha)] 


1— °L 
Por — ES (he (s4HE— a | H])— hi (sehs— 9), 


van = TES VER GE —hue| El), 


1 — 
Ve — Vie (s:H2—h;a|H|)—h 3H (S2h3 — S3h2)], 
= TS pps (5H? Rial H|) —h/A2 (sh —54h,)] : 
Vi pare Las (6: — ha | 2 213 — Salte)] » 


GieN? = io + Bis + AoViss (48.7b) 
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avec 
Œia = hihs (1— a°), 


Ba ES His (sou — sh), 


Pa Us (Ga — ha 1) — HO (sh sh), 

Bon — ES Vs (EE — ae ||) HS (sh — sh), 
Ve — ES V RER (SH°—h0|H|), 

Vas — Ten Chihs (52° — ha | H]) + hs H(s8h4 — Sihs)], 


es (hjh; (SH2— haa | H |) — RS? (s5h4 — Assi)] : 


GisN? = @i3 + Pishi + Visa, (48.7c) 
Œjs — hih; (1 = a?) 3 
Bis — V1 — a? V4 R+ Rs" (Sih2 —Sahs), 


Pas EU (SH ha ||) — hi (sv — S3ha)] 


Pas — ES Vi (ES — es 1) 4 RS (hs — ah) 


1 — a° 


ao — ES VERRE (HE — 0] H |), 
Via 
LHIV A+; 
Vi-a 
JHIVhS+ RAR; 
La formule (48.7) ne l’unicité de la solution du problème 


de l'orientation de Oxyz dans Ox'y’z’ à condition de connaître À, À 
On a nécessairement par construction 


M+A=1. 


Les quantités ÀA1s Àa dépendent du temps. Ces fonctions vérifient 
des équations différentielles de la forme 


dhaldt = —p (t} he, 
daidt = p (f) A, 


Vs2 — 


as — 


[hih: (ss? — hsa | H |) pe RH? (Si — Sshs)], 


YVss — 


[rs hs (S3H°— h3a | H]) — RH (Sika — Sahs)]. 


(48.8) 
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P (t) étant une fonction connue du temps, si S et H sont connus dans 
Ox'y'z'. La solution de (48.8) s'exprime par cette fonction : 


t 


4 
À, == À cos | P (t) dt — À0 sin | P (t) dt, 
. È (48.9) 
= Mo sin [ p(t)dt+ A cos \? (t) dt. 


Cette solution remplit les conditions À, = A9, Àe = Àog pour 
t = to. 

Ainsi, connaissant p (t) pour # € [0, 7] et Àjo, Àeo pour t = ts, 
ce qui équivaut à définir S et H dans Oz'y’z’ (i. e. le problème de 
repérage en, cé point possède une solution unique), le problème est 
possible pour tout # € [0, 7], et cela par substitution de À,, À. de 
(48.9) dans (48.7). 

Passons à la définition de P (&). Supposons S et H connus dans 
Ox'y'z" aux points 4,, fe, . .., tr — to. On introduit les nombres 


À À (fur) — À (te)]— À (ts) [À — Au (fs : 
= 1 (£s) [Az (t3+4) 2 ae ) [As (text) — À ( 1 (48.10) 


Cette formule est d'autant plus exacte que p varie peu entre 
deux instants consécutifs d'observation. Posons 


[p (t)= Po+ 2 (ax cos lt + dx sin lat), (48.11) 


AVEC Por Cr, 0x des nombres réels à déterminer. Les fréquences p} 
seront supposées proportionnelles à la pulsation d'orbite (dans le 
cas général, on les rapporte également aux quantités à définir). 
Choisissons Po, ax, On, k = 1, ..., de façon qu'on ait 


": [ps — p(t,)F = inf. .J 


Avec ce choix, la vitesse angulaire du vecteur À s'écarte le moins 
des valeurs « observées » de p.. 

Il découle des formules précédentes que leur utilisation exige 
qu’on connaisse À,, À. en fonction des projections de S et H. Muiti- 
plions (48.3) scalairement par &o, no: 


1, — à 
V 1— ai” 
(48.12) 
le (S, no) 
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d'où 
D à 
PO Vi—e VRÉHhg  Vi—ai.V hThy 
Si (hs + h: a) sshihs + sshsh: _ h;ia—s;|H| 1 
MT VIEN Vire (01) 


Portons ces relations dans (48.9) et (48.10), il vient 


t 
ni (to) cos À p(t) dt—(hia (to) —s; | H})sin | p(s) dt 


Ti | 
"4 V 12% (to): V A9 (to) + 3° (Co) Ge, 


4 t 
nj (to) sin | p(t) dt + (hi (to) a (to) — si (to) | H [)cos | p (+) dt 


D do : 48.15 
Âe (t) V 1— a (to)-V h57 (to) + 5° (to) d 


Ps = {ni (Es) Lhi (és+s) @ (ts+s) — Si (És+1) | H (és44) |] — 
— ni (ts+s) Li (6) a (6) — si (43) |'H (te) 11} (4 — a2(4,)) x 
X (1— a (ts) (RE (8) +R (L)) TE x 
X (RES (Esas) + RS (toa)) LE (us — 1.) 


Utilisons les équations pour positionner Ozx’y’z par rapport à 
Ozxyz en présence de l’indétermination considérée plus haut. Notons: 
@$ la vitesse angulaire de rotation de S dans Ozryz et © celle de: 
Ox'y'z" par rapport au dernier trièdre. Le vecteur S tourne alors par 
rapport à Ozx'y'z" à vitesse angulaire ws — ©. Prenons Oz'y’z" pour 
trièdre de référence, on a 


dS/dt = (os — ©) XS. (48.16): 


Soit ©, la vitesse angulaire de rotation de H par rapport à Ozyz. 
On a de même 
dH/dt = (©; — ©) X H. 


Il y a entre les projections de ox et ©, sur les axes de Ozx'y'z" et. 
leurs projections sur Or, Oy, Oz les relations suivantes: 


@S; =ÿ aij®s;, OH, — 2 dijOyrf, l — 1: 2, 3. 
j=ii z= 


Trouvons la dérivée par rapport au temps des cosinus directeurs: 
dans Oxyz. On a 
dA;/dt = © X A.. 
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On obtient, sous forme scalaire, 


ai = — Ole + Oalis, 
Aie = — Oidis + sis, 
dis = — Oolis + Oilis, 
hi = — (ois— 0) ki; + (oies — wi) hs, (48.17) 
Re — (xs — 0) h;+ (ohs—0@;) hi, 
hi = — (is — 0) hi + (win — oi) ki, 
dsi/dt = — (033 —@:) 5: + (@Se — &) 53, 


ds,/dt = — (051 — oi) 5; + (@ss —o;) s;, 
ds/dt = — (052 — @2) s, + (@51 — wi) si. 


[ci &;, ©x;, ©3; sont les projections des vecteurs ©, @yr, &@$ sur 
les axes liés et @;, wz;, ©, leurs projections respectives sur les 
axes absolus. 

Les quantités wi, i = 1, 2, 3, vérifient les équations du mouve- 
ment de l’objet par rapport au trièdre Ozyz. Leur valeur numérique 
à l'instant f, se calcule à partir de la position de Ozx'y’z pour t € 
€ [0, t,]. Lorsque t = t,, les vecteurs S et H sont également connus. 
Aussi le problème de l’intégration simultanée du système (48.17) 
êt des équations du mouvement consiste à résoudre le problème de 
Cauchy avec des conditions initiales pour t = t,. Sa solution existe 
pour t E [0, T] et définit de façon unique le vecteur S (ft) lequel, 
joint à H, donne univoquement l'orientation à partir des formu- 
les (45.16)-(45.18). 

Une autre indétermination apparaît à la suite de la panne des 
magnétomètres. Trois cas types sont à noter: la défaillance d’une 
sonde, celle de deux sondes et celle des trois sondes à la fois, ce qui 
donne sept variantes : panne de la première sonde, celle de la deu- 
xième, celle de la troisième ; panne des deux premières sondes, celle 
-des deux dernières; panne de la première et de la troisième sonde; 
panne simultanée des trois sondes, tous les défauts de fonctionne- 
mont pouvant survenir aussi bien dans la zone éclairée que sur la 
partie sombre de l'orbite. 

Commont lever l’indétermination qui en résulte? 

Admettons jqu'une seule sonde est en panne et montrons que le 
problème de repérage possède une solution aussi bien sur la partie 
éclairée de l’orbite que sur le tronçon caché dans l’ombre. S’agis- 
sant de la défaillance de la première sonde, on ne mesure pas h; des 
équations (45.16)-(45.18). Mais on a durant le parcours 


hsi+his;+his;=|SIlH|a, (48.18) 
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avec a le cosinus de l’anzle entre S et H, dont on connaît la grandeur 
pour toute l'évolution. On trouve à partir de (48.18) 


= SUR Les ss : (48.19) 


» 


d'où l'existence d’une solution unique à condition de connaître 
si, i. e. l’objet se trouve dans la zone éclairée pour s; + 0. Les cosinus 
a s’obtiennent par substitution de (48.19) dans (45.16)- 
(45.18). 

Résolvons le problème avec s; inconnu ou prenant des valeurs 
suffisamment petites. Introduisons le vecteur unité v dans un plan 
perpendiculaire à S tel qu’entre ce plan, S et H ait lieu la relation 


H={H}|(aS + y 1 — a). (48.20) 


Soit Es, No deux vecteurs unités orthozonaux dans le même plan, 
auquel cas 


V = V180 + Vao- 
Posons pour fixer les idées 


__ SXx . _ SX 
$0—= 5x x 1 Mo — IST * 


Cherchons les projections de &,, ns, H sur les axes de Ozx'y'z": 


(Soxo) — 0, (60: Ye) = TS » (Go; Ze) = TE, eu 


Cox) = VERS (no = 7 (= 7 
h=[H| {as V1 55 +551 à 


h,=|H| [as + = + ——_—————— ee (ass +vssis) |, (48.21) 
, , 14 — un , ” 
h;=| H| [ as, RE ÉSe , 
d'où 
Lu FAT — as ] Vi—s VE" 
A LL D 
Vi—& [HIV sis; Via? 

(48.22) 


Le report de (48.21) dans (45.16)-(45.18) donne les cosinus direc- 
teurs en fonction de v,, v.. Le vecteur unité v du plan v,v, tourne 
autour de l’origine. Le mouvement de son extrémité a donc pour 
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équations 
dv, /dt — — q (£) Vo) 


dv,/dt = q (t) vi. (48.23) 


Les formules (48.22) entraînent l’indépendance de v, par rap. 
port à hk;, et la première équation (48.23) permet donc toujours de 
définir le signe de 


= +V1—v, 


connaissant celui de gt). Pour définir la vitesse angulaire gq (t) 
on procède comme pour le vecteur A (voir plus haut). 
Soit t, Les + + -, th les points d'observation. On a 


— 1 (63) [Va Cases) — Ve (a) Va (Es) a Co) VE) (48.24 
Ls+1 — ts ! | 


s—1, 2, ..., k—1. 


Cette relation donne une valeur approchée de la vitesse angulaire 
de v à l'instant £,. Notons la présence de h;. S'agissant de la région 
éclairée et d’un s; qui n’est pas suffisamment petit, h; est calculé 
par la formule (48.19) et porté dans (48.24). En définissant g (t) 
on néglige les mesures s; petites et on extrapole sur g, restants. 
Avec gq (t) ainsi obtenu, on détermine le signe de v, et on résout le 
problème pour tous les points de la zone éclairée. 

Abordons le même problème pour la partie sombre de l'orbite et 
soit (0, T] l'intervalle correspondant, [0, t,] étant la durée de l’évo- 
lution dans la zone éclairée et (t,, 7] celle dans l’ombre. La première 
composante de À est indépendante de k;. Connaissant p (t) on définit 


donc, à partir de 
dhldt =p(t)h; 


À — +V 1-2. 


Chassons ceux des p,, s — 14, 2, ..., k — 1, pour lesquels s; 
est suffisamment petit et substituons (48.19) à h, dans p, restants. 
Les quantités p, sont définies univoquement en dépit de la panne 
de la première sonde. Construisons par extrapolation p (t) sur |0, T} 
et déterminons À,, À, sur tout l'horizon temporel. Moyennant À,, À, 
et (48.5) on définit s et si sur la partie sombre de l'orbite, ce qui 
permet de calculer v, pour la durée totale du parcours, car cette 
quantité est indépendante de s; et h;. L’extrapolation de g, et la for- 
mation de q (t) donnent le signe de v. sur l'intervalle [0, 7] tout 
entier : 


Qs 


le signe de À, : 


Vo = + V1—v. 


v., et v. rendent possible l’orientation de Ozx’y'z' dans le trièdre 
Ozxyz. 
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Dans le cas que nous venons de décrire, on note une perte sup- 
plémentaire de précision due à l’extrapolation et à des opérations 
complémentaires sur les entrées. 

Le problème se traite de même dans le cas où c'est la sonde n°2 
ou n°3 qui est en panne. On prend d’autres vecteurs unités &Eo, fo: V 
tels que les premières composantes de v et de À ne dépendent pas 
des signaux de la sonde intéressée. 

Voyons ce qui arrive si deux sondes à la fois sont en panne de 
sorte qu’on ne mesure pas * et h;. Le problème de repérage est pos- 
sible aussi bien dans la zone éclairée que dans l’ombre, mais la 
précision diminue. En effet, on a pendant le parcours: 


3 
— à Quilti, (48.25) 
i=1 
3 
sh+sh= 2 Sihi—sih, (48.26) 
relations qui donnent h;, h, de façon unique si 
+50. 


Supposons cette condition remplie, i. e. on ne prend en considé- 
ration que les instants où s;° + s:? = 0, et exprimons k, h; à partir 
de (48.25), (48.26). Les quantités considérées se définissent de façon 
unique par le produit scalaire (A,, N): 


PU rte trielé H) — h;s;], 
h= GT 5 (As, N)+- Hs 3 [(S, H) — his]. 
Si l’on utilise ces égalités pour éliminer k;, h; de (45.16)-(45.18), 
on obtient les cosinus directeurs des axes O7’, Oy', Oz’ dans Ozxyz 


en fonction de (A,, N). Calculons ce produit scalaire. 
On a durant tout le parcours 


3 
h+h°= Hi he D hi he. (48 28) 
i=1 
Portons-y (48.27), il vient 


(48.27) 


Qu Nr ompel(S, H) his = He hi, 
d'où 
(A, N)= + (8455) (B—h)—[(S, H)—his})"". (48.29) 


Il en résulte que le problème se résout en chaque instant d’obser- 
vation, à savoir on a l'une de deux orientations. 
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On lève l’indétermination en considérant des instants consécu- 
tifs. Soit Z, 1, 1, ces instants. Sous l'hypothèse que la vitesse angu- 
laire relative de l’objet accuse dans [t,, t.] une variation suffisam- 
ment faible, l'orientation en #. et t, s'obtient à partir de celle en t, 
et des rotations finies suivantes. 

La quantité (48.29) peut différer selon qu’on est en t, ou en t.: 
c’est son signe qui nous intéresse. On a donc à considérer quatre cas 
d'orientation en ces points, que nous symboliseronsi par (+ +), 
(+ —), (— +), (— —). 

Etant donné que l'orientation en #, s'obtient à partir de la posi- 
tion en Z, par une rotation finie, cherchons les vitesses angulaires 
relatives. Elles sont au nombre de quatre: @**, @*-, ©@-*, &w--. 
Déterminons l'orientation en ?, par une rotation finie à partir de 
la position en {, ou en ?, avec chacune de ces vitesses. Ces orienta- 
tions sont au moins quatre. On calcule pour elles les quantités 


8 3 
si= (A;, S)= 2'auss: k= (A ÏB)= 2 dyjhy, 1, 2, à 


Par ailleurs, s; (13), h; (1:) sont données par les mesures. Soit 

l'expression 

oæ 21 (5i (ts) — sin) + (li (ts) —Rn) k=1, 2, 3, 
l’indice k désignant le numéro de l'orientation à l’instant t, obtenue 
par une rotation finie. Choisissons À tel que v soit minimal. Il 
correspond à ce X l'un des cas (+ +), (+ —), (— +), (— —), que 
nous accepterons pour vrai. Ainsi, les orientations aux instants 
t, et t. sont définies de façon unique. 

Le dernier cas est relatif à la défaillance des trois sondes. Le 
système d'orientation se réduit alors à un seul vecteur et on déter- 
mine Ja position ou bien par recours aux équations d’Euler du mou- 
vement relatif, ou bien en faisant certaines hypothèses sur la vitesse 
angulaire relative.i 


$ 49. Repérage de l’axe de rotation propre dans l’espace 


Voyons comment on définit la position de l’axe autour duquel 
un corps tourne de lui-même avec une vitesse suffisamment impor- 
tante sous l’hypothècse que cet axe (dit de rotation propre) garde 
une direction fixe dans l’espace absolu. 

Soit donnés les vecteurs M,, M,, M;. Notons mir, Min, Mit, à = 
= 1, 2, 3, et m;,, m;,, m;.,, i = 1, 2, 3, leurs projections sur les 
axes du trièdre inertiel GEn& et sur ceux du triédre lié Gryz respective- 
ment. Supposons les premières quantités connues et les secondes 
mesurées durant le mouvement. On demande la direction de Gz 
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et la grandeur de la vitesse angulaire en foncticn des mr, Min: Mir 
et des mesures M;,, M;,, My. 

Notons œ la grandeur de la vitesse angulaire du système par 
rapport à GEn£. Si l’on admet que les vecteurs M,, M., M, sont inva- 
riables dans G£Ëné, le système M,, M,, M, tourne autour de Gz par 


D] 


rapport à un observateur invariablement lié à Gzyz à une vitesse 


angulaire constante de grandeur o. Cela signifie que les projections 
sur le plan zGy de tout vecteur M, sont de grandeur constante et 


tournent dans ce plan autour de G à vitesse angulaire constante œ- 
Prenons Mis; Miys M, POUr fonctions du temps qui sont continuement 
dérivables sur l'intervalle considéré. On a alors 


| (49.1) 


d’où l'on tire q. En multipliant la première équation par m;,, la 
seconde par m,, et en faisant la différence: 


dm ; E e 
dt My Mix = P(Mi, + Mix); 


dm ix dm ; 
CO M (49.9) 
Ori | 


Supposons que l'on dispose des mesures m;,, Mi, My, faites à 
deux instants consécutifs t,, f.. La dernière équation fournit alors 
une formule approchée : 


os [mix (t2)— mix (14)] Miy (44) — [min (2)—miy ({4)]mix (t1) 
= C1) (my Fm) (49.3) 
La formule (49.3) est d'autant plus exacte que œ (19 — t,) est petit. 

Définissons l'orientation de l’axe de rotation propre. On suppose 
que M,, M;, M, ne sont pas dans un même plan. Le vecteur z, s'écrit 


alors sous forme de combinaison linéaire des vecteurs unités des 
M,, M;, M:: 


: 3 
m= > Àsmo, (49.4) 


avec À,, À, À. des nombres réels à déterminer, m;, les vecteurs unités 
des M;, i = 1, 2, 3, z, le vecteur unité de l'axe de rotation propre. 
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Ecrivons l’équation donnant À, À,, À. Multiplions les deux mem- 
bres de (49.4) scalairement par M,, k = 1, 2, 3: 


mas D (mio, Ma), k=1, 2, 8. (49.5) 


M,, M:, M; étant non coplanaires, le déterminant du système 
(49.5) est différent de zéro et ce système a donc une solution unique: 


À: =+ {Mi [(M:, m0) (Ms, M30) — (M2, M30) (M3, M20)] — 
— Me. [(M;,, m0) (M3, m30) — (M3, m:0) (M1, m3)] + 
+ Ms: [(Mi, M0) (M, m0) ni (M, M:0) (M;, m30)]} ? 
2e = (—m, [(M, m0) (M3, ms30) — (Ms, m:0) (M2, ms0)] + 


+ Mo: [(M, m0) (Ms, Ms) — (M;, m:0) (Mi, M30)] on 
— Msz [(Mi, m0) (Ms, M0) — (M2, m0) (Mi, mso)]} 5 (49.6) 


= L{m, (M, mio) (Ms, m2) — (Ms, 40) (M, m25)] — 


— Moz [(M:, m0) (M3, M30) — (Ms, m0) (M;, M20)] + 
+ ms, [(M:, m0) (Me, Mm20) — (M2, m0) (M1, m:0)]}, 
avec À le déterminant de (49.5): 
A — (M:, M, M). 
Ce déterminant vaut donc numériquement le volume d’un parallé- 
lépipède engendré par les vecteurs M,, M., M. 
Ainsi, la formule (49.4) jointe à (49.6) résout notre problème, 


à savoir on obtient les composantes de z, suivant les axes du trièdre 
inertiel GEnc: 


3 
y À 

de = (Zo, Mo) = 2° | TE Min: (49.7) 
i=1 


et cela de façon unique si l’on dispose des mesures m;,, i = 1, 2, 3. 
Comme ces quantités ne varient pas dans le temps (l'axe z étant 
fixe dans l’espace), le calcul de À par les formules (49.6) peut se 
faire avec m,, observées à des instants différents. Les relations don- 
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nant les paramètres de rotation jouent également si la position 
spatiale de l’axe de rotation propre varie suffisamment peu durant 
l'observation. Quant aux vecteurs M,, ils peuvent effectuer le mou- 
vement de rotation, mais la vitesse angulaire doit être suffisam- 
ment petite devant la vitesse de rotation propre de Gzxyz. 

Exprimons les paramètres de rotation en fonction des mesures 
faites sur les vecteurs physiques. Assimilons le point G à l’origine 
des vecteurs S, H, r qui matérialisent respectivement la direction 
vers le centre du disque solaire, le champ magnétique terrestre et la 
direction de la verticale géocentrique locale. On construit avec ces 
vecteurs trois systèmes de vecteurs non coplanaires S, H, N;:S,r,K; 
H,r,LoùN=SXH,K=SX7#r,L — H X r. On prend chacun 
de ces vecteurs pour M,, M., M, si la vitesse de rotation propre de 
Gzyz est suffisamment grande et la période d'observation suffisam- 
ment courte. 

Si l’on fait jouer au système S, H, N le rôle de M,, M;, M3, l’orien- 
tation de l’axe Gz est donnée par les équations suivantes: 


À À 
DE ST al NL 
À À 
re y Sn EE ln Nm (49.8) 
1 2 Às 


Les quantités À,, À, À; vérifient le système linéaire 
Sz = À (So, S) + ke (ho, S) + Às (no, S), 
k, Te l (So; H) + Àe (ho, H) En Às (no; H), (49.9) 
n, = À1 (Sos N) + Àe (ho, N) + As (no, N). 


Les vecteurs S et H étant orthogonaux à N, le système (49.9) 
fournit 


_ S: (ho. H)—h; (ho. S) 
M= ES ho Ge Hs 8) (49.10) 


— 8: (So. H) +h; (So. S) 
(So: S) (ho, H)— (So, H) (ho, S)° 


À 


Désireux de simplifier les formules définitives, nous introduisons «, 
angle de S et de H, auquel cas (ss, S) = | S |, (H, h,) = |H |, 
(So, H) = | H |cos &, (h,, S) — [S |cosæa, |N|=/|H]IS {sin «& 
1/2 29—0456 
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et, partant, 
S21H|—h,|S]cosa 


M = ISIIHiIsina 
ju = Res NE PSN (49.11) 


[S||IH}sina . 


Nz 
STATS Ie 
Compte tenu de (49.8) et (49.11), on obtient 


1 
41 TS Hjsin a 


À se al 


+ (h:|S|—s.|Hicosa]+ Ars n,}, 


4 
TENTE (TS LI IS cose + 


+ th. |S]—S. 1H |c0s a]+ sr (49.12) 


LUCE ne} 


1 st 
{ris lHI-2,1S]cos a] + 


43 = TSTHjsina 
he ñg 
+ pr ISI-s1Hlcosa]+ ire. }. 


Le lecteur ne doit pas oublier qu'on utilise ces formules même 
si 5,, Àk,, n, sont mesurés à des instants différents. Ceci étant, nr, — 
= Sh, — s,h, est la z-ième composante du produit vectoriel de 
S par H. Ainsi, pour définir l’orientation moyennant ces vecteurs, 
on doit disposer de valeurs observées de toutes leurs projections. 


Le trièdre Gzyz tourne autour de Gz à vitesse angulaire op: 
dh> hy 
MU de Ne (he (te) —hx (43)] hy (41) — Lg (E2)—hy (#4)] x (41) 
RE +Rhz un (t2—t4) (RS + hi) : 
(49.13) 


Notons B l’angle de S avec r. On a alors pour l'orientation de Gz 
à l’aide de S, r et K: 


1 SE 


re ke 
+ riSI-s.rleosfl+ ir}. 


4 S 
= sp (perle lrl—re1SlcosB1+ 
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+ |SI—sfrlcos81+reTnr ke). (49.14) 
4 L 
ds =Toneqanp Ursr (elrlrel cos 81+ 


k 
+ r.iSI-sIrlcos8+ TT k}. 


Notons y l’angle entre H et r. On a de même: 


1 ke 
Gi = THjr pans er lrl—r. 1H] cos v] + 
r l 
+ tr lHI-hrlcosv+ ir L}, 
1 
= nr (ri (R;[r]—r; TH] cos y] + 


l 
— (r|H J—kricosvl+ ir L} . (49.15) 


— (+ LR, |r|—r,|H]cos y] + 
S —THjjrsinsy . z z Ÿ 


Per (r.|H|— h,|r|cosy]+ Hi ie): 


La mise en œuvre des formules (49.14), (49.15) se fait avec recher- 
che de toutes les projections de la verticale géocentrique sur les 
axes liés. Supposons qu’il n’y a pas à bord d'indicateurs de vertica- 
le, mais qu’on possède un détecteur de radiations infrarouges ter- 
restres qui est fixé dans le plan zGy de façon qu'ils tournent comme 
un tout autour de Gz et que l’appareil capte le rayonnement dans 
ce plan. Notre première tâche est de définir la projection r, de la 


verticale géocentrique en fonction de la vitesse angulaire œ et du 
temps d'enregistrement. 

Assimilons la Terre à une boule immobile de rayon R et suppo- 
sons que le point G est distant de À du sol et que le plan 2Gy coupe 
la sphère terrestre suivant un cercle C de centre O, (le centre de la 
Terre étant O,). Pour trouver l’angle sous lequel un observateur placé 
dans le plan 2Gy voit C, on mène dans xGy deux tangentes GC, et 
GC; à C 

Notons 6, l'angle formé par l'axe Gz et la verticale O,G, on a 


O0: =(R+h) cos ô;, 
OxCa=V R2—(R+Rh} cos à, 
0,G=(R+kh) sin 8. 
26° 
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Notons 6, l'angle entre O,G et C,G dans le plan xGy, on a 


O2C2 _ V R°—(R—+h} cos à 


sin Ôe — 02G —  (Rthsna (49.16) 


Soit t le temps où l’axe du récepteur d'infrarouges balaye l'angle 
entre les tangentes GC, et GC, à C. On a alors 


À e 
6 + pr (49.17) 


parce que Ô, constitue la moitié de l’angle sous lequel l’observateur 
mentionné voit la Terre. Portons (49.17) dans (49.16), il vient 


; À V'RIZ(R + h} cos? à, 
ous (5 pr) (R+ h) sin 6, 1 
d'où 
28 —_ta2{(16 
cos é=tg(+q)[ 1] (49.18) 


Cette formule ne permet pas de définir de façon univoque la 
projection sur Gz de la verticale géocentrique, à savoir 


2 (5 pe) 1 + (49.19) 


Les formules (49.15) donnant l’orientation de l'axe Gz comprennent, 
à part r,, la quantité L., projection du produit vectoriel H X r sur 
cet axe: D, — h;r, — h,r,. Etant donnée l'impossibilité de cal- 
culer r,,r, ‘moyennant les indications du détecteur d’ infrarouges, on 
définit L. ‘par la condition de normalisation af, + a%, + aï, = 1, 
qui donne l'équation du deuxième degré 


al + bl +c = 1. (49.20) 
On définit par (49.20) deux valeurs de L.: 
pe + V/b—4a(c—1) 
On = 


Vu que les coefficients de (49.20) dépendent de r. défini de façon 
non univoque, on obtient quatre valeurs possibles de Z.. Ainsi, les 
signaux des magnétomètres et des récepteurs d’infrarouges ne per- 
mettent de résoudre notre problème d'orientation qu’à quatre posi- 
tions possibles près. 

Proposons-nous de trouver ces positions et calculons à cet effet 
les coefficients de (49.20) en fonction des données initiales figurant 
dans (49.15). 


Etant donné z, = ho + Aero + Àslo, On trouve par élévation 
au carré : 


1=72 = HA HAS +2 cos y. 
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En portant ici A4, à — 1, 2, 3, des formules (49.6), on obtient 
si M, = H, M, = r, M, = L: 


E(H|ir|siny}?+{[[H}|fr|sinyr?x 
X{(hk,|r|—r;|H]cosyP+{r.|H]—kh;{r]| cos y} + 
+2{hk.|r|—r,|Hl{cosy]{r.| H[—k,|r|cos y] cos y} —1—0. 


« 


Nous avons donc abouti à une équation du deuxième degré en 
l, avec 


1 e — 
2=nairene 0 


1 a 9 2 2 2 
= pres Vlr (A — cos y) + ri [HF (1 — cos” y) + 
+h,r,2|H||r|cos y (cos? y—1)} —1. 


On trouve quatre valeurs de 2, compte tenu de l'expression (49.19) 
de r, et des solutions de (49.20) : 


LIRE rlEsinty—hilrl—ri|HP+21H|r|hsr.s cos y", 
L.—= —[|H]|lrfsin?y—kilrP—-ri,|HP+21H|| rl kr cos yl'*, 
L={[|HPrfsin?y—hilrE—r,|HP+2/H|lr]h;r,. cosy", 
= —[|[H{||rPsin?ÿ—hilrf—r, [HP+2/H{frlh;r,. cos y]! 


Avec ces L. et deux valeurs de r., on a, à partir de (49.15), les 
orientations possibles de l'axe Gz: (am);, (ass): (a) "1, 2,3; 4. 

S'agissant du triplet S, H, N, le problème d’ orientation n'a 
une solution unique que si les projections de S se prêtent à une 
observation, i.e. le point G n’est pas dans l’ombre. Les vecteurs 
H, r, L permettent par contre de déterminer les paramètres de rota- 
tion sur toute l'orbite (d'une façon non univoque, à vrai dire). 

Donnons un procédé d'orientation de Gz moyennant H seul. 

Soit t,, {, deux instants quelconques où l’on mesure les composan- 
tes de H. Posons H, = H (t;), i = 1, 2; H,, — H, X H, et suppo- 
sons la norme de H,, non nulle. Ainsi, les vecteurs H,, H., H,, 
ne sont pas dans un même plan et le vecteur unité de l’axe de rota- 
tion propre se met sous forme de combinaison linéaire de vecteurs 
unités de H,, H.,, H,.: 


® Zp — Àh1o + À-h,0 + À3h00- (49.21) 


Multiplions terme à terme scalairement par H,, H,, H,, il vient 
le système d'équations algébriques linéaires en À, À+, À3: 


(ze H) =hk. = IH I+A IH | cos &:, 
(zo, H:) = ke, = À | H | +2, | H, [cos a, (49.22) 
(Zos He) = Mo: = Às | Hi |] 
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avec &,, l’angle de H, avec H.. On trouve à partir de ces équations 


cos œ 
3, = 71H] 
- sin? Œ4o , 
ho: 
H. COS Œy2 H 
1, 1H | Hi] 


— h12z 
= TRE sos 


La direction de l'axe est donc donnée par la formule 


az — COS Œ ho: ho: 003 & hiz 
7, = il "#1 ; 1H TE p + 
: sin? &42 “ sin? Gay 20 
Riz 
+ TRTTER lon iso (49.23) 


Trouvons la vitesse angulaire et le sens de rotation. Choisis- 
sons deux instants T,, 7, tels que le second soit plus important et 
que la différence t, — 7, soit suffisamment petite. Cela est possible, 
les vecteurs H (x,) et H (t.) étant suffisamment voisins. Introduisons 
les vecteurs a, = z9 X H (t;), à = 1, 2, et supposons que [t;, 1] 
est entièrement contenu dans l’intervalle de temps où le dispositif 
correspondant capte le rayonnement infrarouge de la Terre. Faisons 


Ô —= (a,, a:, zo). (49.24) 


Si Ô est positif, la rotation autour de Gz se fait dans le sens inverse 
des aiguilles d’une montre (pour un observateur dont la tête est 
confondue avec l’origine), et elle est de sens contraire pour Ô négatif. 
Ceci étant, on a pour la vitesse angulaire : 


(ay, 2) ) 


= [a] | a] 
To — T1 


arc cos ( 


: (49.25) 


Mettons (49.24) sous forme explicite: 
Ô = h, (tu) h, (Te) — h, (T1) Rx (Ta). 


Si Rx (ti) À, (te) — h, (ti) kx (Te) >> 0, la rotation s'effectue 
donc dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Elle est de 
sens contraire pour À, (T1) k, (te) — h,, (x) hs (te) € 0. 


$ 50. Paramètres de rotation propre d’un solide 
à symétrie dynamique 


Si le moment cinétique reste constant, le mouvement de rotation 
de Gzyz autour de G par rapport à GEn& se décompose en la rotation 
autour de Gz à vitesse angulaire w, et la rotation de Gz autour de 
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L, à vitesse angulaire w,, L; étant le vecteur moment cinétique. 
La vitesse angulaire instantanée © se trouve alors dans le plan pas- 
sant par G et contenant les vecteurs z,, lon (ox est le vecteur unité 
de L;). Admettons de plus que G est l’origine de 1,,. Ainsi, © — 
— Oilon + O,2Zo- 

La recherche des paramètres de mouvement de rotation consiste 
à définir l’orientation de l’axe de rotation propre et de l’axe de vites- 
se angulaire instantanée et à trouver les vitesses angulaires de rota- 
tion autour de ces axes. Autrement dit, on demande les quantités 


Or, Ong Dr, As — (Zos 60) Age —= (20; no):! Gags — (Zo, Go | © | 
et Doc 

On commence par introduire trois vecteurs non coplanaires 
M,, M:, M, qui restent constants dans le trièdre GEn£. Ils tournent 
par rapport à Gzyz à vitesse angulaire —@ pour un observateur lié 
à ce trièdre. Ce mouvement est à deux composantes, i.e. M,, M:, M; 
sont mobiles autour de L; à vitesse angulaire constante ©, et L: 
tourne sur l’axe Gz à vitesse angulaire constante &., l'angle entre 
lox et Zo étant invariant par le mouvement. Les quantités mx, 
Min Mig à = 1, 2, 3, seront supposées données et m,,, m;,, Mu, 
i = 1, 2, 3, déterminées par observation. Définissons les vecteurs 
unités zo et lose M, M, M3 n'étant pas dans un même plan, il existe 
des nombres À, À+, Às et LU, Lo, Us tels que 


8 

Zo —= À Àimo; (50.1) 
3 

lon — À HiMio- (50.2) 


Multiplions les deux membres de (50.1) scalairement par M,, 
k = 1, 2, 3, il vient un système pour déterminer À, À+, Às, à savoir 


Mis = À (m0, Mi) + Às (moo, Mi) + As (m3, Mi), 
Mez = À (M0, M2) + Xe (Meo, Me) + As (m30, Mb), (50.3) 
Ms: = À (M0, Ms) + Àe (mMm:0, M3) + A3 (m0, Ms). 


Résolvons-le par rapport à À;: 
1 
M=— {M [(M:, m0) (M3, M30) — (M3, mso) (Ms, M20)] — 


0 Moz [(Mi, M0) (M3, M30) Los (M3, M0) (M1, m30)] + 
+ Ms: [(M1, mo) (M2, m0) — (M, m0) (M1, ms)}}, (50.4) 
| 


= AS {— Mis [(Me, m0) (Ms, ms0) — (M3, M0) (M2, M30)] + 
+ Mes [(MA, M0) (Ms, M0) — (M3, m:0) (M:, mM30)] — 
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— M3, [(M1, m0) (M, m30) — (M2, m0) (M, ms0))}; 
= {mi L(M2, m0) (m3, 20) — (M3, M1) (M2, m:0)] — 
— Me, [(M:, m0) (M3, mM20) — (M3, m0) (M1, m:0)] + 
+ ms, [(M1, m0) (M2, M20) — (Me, m0) (M1, m20)}}; 


avec À le déterminant de (50.3). 

Le report de (50.4) dans (50.1) donne l'expression de z, par les 
vecteurs unités m,, et les quantités (50.4). Trouvons la position de zo 
à des instants ti, to, gs Zo (ti) = Zu, à = 1, 2, 3, et multiplions (50.2) 
scalairement par Zo:, à — 1, 2, 3, successifs. On obtient alors pour 
ly, à = 1, 2, 3, le système linéaire 


3 
(lors Zo1) = COS 01 — À (imo, Zoi); 
3 
(ons Zoz) — COS 01 — 2 (Himio, Zoz)» (50.5) 


3 
(lon, Zos) — COS 01 — 2 (iMio, Zos)- 
ES 
Sa résolution donne 


Di a {[(Zo2; M0) (Zos, M30) — (Zos; Me0) (Zo2 M30)] — 


— ((Zot, M20) (Zos, M30) — (Zos; M20) (Zo1, M30)] + 


# + [(Zo1; M20) (Zoe, M30) — (202: M20) (Zo1> M:0)]}; 


Hz = ss {—([(Zos; M10) (Zo3, Ms30) — (203; M0) (Zoe, M30)] + 
+ [(Zos M10) (Zo3, M0) — (Zo3, M0) (Zo1, M30)] — 
— [(Zo1 M40) (Zos, M30) — (Zo2, M10) (Zo1, M30)]}, (50.6) 
ps = {[(202, Mo) (202, Mao) — (20, M2) (203, Mi6)] — 
— [(Zo1; M40) (Zo3, M20) — (Zo3, M10) (Zo1, M20)] + 
+ [(Zo1, M10) (Zoz, Ma0) — (Zos, M0) (Zo1> ML20)]}; 


avec À le déterminant du système (50.5). On définit complètement 
u, si l’on connaît cos 0,. La condition de normalisation obtenue 
à partir de (50.2): 


(lon)? = pi + ui + h5+ 2 (Uilte (Mio, Mo0) + Lits (Mio, Ms0) + 
+ Helts (Mz0, M30)) = 1, 
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donne cos 8, au signe près. En effet, les quantités (50.6) peuvent 
prendre la forme 


LU = COS Oo, à = 1, 2, 3. (50.7) 
Par conséquent, 
cos? 8, = 
_ 1 
Bio + Ho + U30o—+ 2 (1ol20 (Mio, M20) + Liolso (M10, Ms0) + H20L30 (M20, Ms0)) ? 
(50.8) 
d'où 


cos 0, = + [ui + Ua + Mio + 2 (Lioktso (Mio, Mao) + Hiobso (Mio, M0) -+ 


+ Hrobso (M20, Ms0))] 7"? . 

Choisissons le signe (+), i.e. nous supposerons l’angle 6, aigu tant 
que dure le mouvement. Avec ce choix de 6,, on définit L,, Lo, Us 
(et, partant, le vecteur unité 1,,) de façon unique. 

Passons aux vitesses angulaires. Chaque vecteur 1,, X M, se 
trouve dans le plan perpendiculaire à 1,, et passant par G. On note 
que les vecteurs 1,, X M, i = 1, 2, 3, restent invariants et tour- 
nent dans ce plan autour de L à vitesse angulaire —o, par rapport 
à un observateur invariablement attaché à Gzxyz. Considérons le 
vecteur zo X lon. Il est porté par la droite d’intersection du plan 
zGy et du plan normal à 1,4. [1 se confond donc avec la ligne des 
nœuds. Ceci étant, je dis qu'il tourne dans le plan zGy autour de Gz 
à vitesse angulaire —., d’où les expressions de w,, @. 

Soit £, et t, deux instants consécutifs quelconques. On a 


Os — —— [arc cos (xo; Do (£1)) — Grc cos (x, Ro (&2))], (50.9) 
O4 = —— [arc cos (6, (41), no (f1)) — arc cos (bo (t2), no(t:))]. (50.10) 


Dans ces formules n, est le vecteur unité de zo X lor et Ë0 celui de 
rx X M, pour un M, fixe. On définit, moyennant (50.1)-(50.2) et 
G. 9)-(50.10), tous les paramètres de rotation. Portons (50.9)-(50.10) 
et (50.1)-(50.2) dans la relation donnant la vitesse angulaire, il vient 


K | 
o=2 (oi: + @si) Mio, (50.11) 


qui permet de trouver les projections de & sur les axes de OEn£ et la 
grandeur de la vitesse angulaire: 


8 8 
__Q (Gi + Oki) _Q (Gi + oi) 
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[© |= [2 (ou: + @shi)7 + 2 (ou + was) (ie + @ohke) (Mio, Mao) + 
1—= 


+ (oil + Gedi) (@ius + @oÂs) (M0, Mso) + 
+ (@il2 + @2À2) (Oil + @2Às) (M20, M30)]"/*. (50.13) 
On a pour l’orientation de l’axe de rotation propre: 


—— Min, (50.14) 


La vitesse angulaire de rotation propre se définit dans ce cas par 
la formule (50.9). L'’affirmation est vraie si la notion de vitesse 
angulaire de rotation propre s’énonce en termes d’un système inertiel 
tel que l’axe GË soit dirigé suivant le vecteur moment cinétique. 
Reprenons S, H, N du $ 49. On exprime par ces vecteurs les para- 
mètres de mouvement de rotation et on le fait de façon unique pour 
la zone éclairée. S'agissant des vecteurs S, r, K et H, r, L, la chose 
est impossible car une seule observation ne suffit en général pas 
pour détecter la verticale et les composantes de r ne sont donc pas 
définies directement. 

Nous allons donner un procédé de définition de l’axe de rotation 
propre et de l’axe de vitesse angulaire instantanée par le vecteur H 
seul. Soit M un vecteur constant par rapport au trièdre absolu. Con- 
naissant m, (projection de M sur Gz), on détermine la période de rota- 
tion de Gz autour du vecteur moment de la quantité de mouvement. 
Cette période coïncide avec celle de maxima de m.. Notons + cette 
période et admettons que la vitesse de rotation de H pour G évoluant 
sur l’orbite est suffisamment faible devant celle de Gzyz par rapport 
au trièdre absolu. On définit alors t de façon approchée à partir de 
h,, à savoir on estime que la période de maxima des fonctions h, 
est suffisamment voisine de +. 

Prenons en trois points de l’orbite des vecteurs H,, H,, H, tels 
qu'ils ne soient pas dans un même plan. Le vecteur unité z, de l’axe 
de rotation propre est alors recherché comme combinaison linéaire 
de leurs vecteurs unités: 


3 
Zo = 2 À ho. (50.15) 
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Le vecteur z, est animé d’un mouvement de rotation autour du 
vecteur moment cinétique avec une vitesse angulaire constante. Les 
quantités À, dans (50.15) sont donc des fonctions périodiques du 
temps de période +. 

Sous l'hypothèse que H, correspond à l'instant t, H, à t — nt 
et H, à t — n,t, nr, > n, étant des entiers positifs, la dernière 
expression fournit, vu la périodicité de À, 


3 
Zo(É— nt) = à Aulthhio, k=1, 2. (50.16) 


1— 


Multiplions scalairement l'égalité (50.15) par H, et l'égalité 
(50.16) par H,. i = 2, 3, il vient le système en À; : 


3 

ki: = (20, H)= 2 Ai (ho, Hi), 
3 

he: = (20, H:)= 2 À (hio, He), (50.17) 
i1=1 


h3. = (Zo, Hj)= > À (ho, Hi), 
qui donne après résolution 
A4 = {he ((He, h20) (He, so) — (He, hz0) (Has hao)] — 
— he, [(H4, h20) (Hs, hso) — (Hs, h20) (Hi, h30)] + 
+ hs: ((Hi, heo) (EH, h30) — (He, h20) (Hi, hs0)]}. 
Xe = {— ha: [(He, ho) (Hs, Ro) — (Hs, ho) (Hs, h30)] + 
+ ho, ((H4, ho) (3, h30) — (3, ho) (H4, h30)] — 
— hs; (Hi, ho) (H2, ho) — (H:, ho) (Hi, hz)]}, (50.18) 
Xe = {ha (OH, Mo) (Has Dao) — (Hs, 0) (He, hao)]— 
— he: ((H4, ho) (Hs, h2o) — (3, ho) (Hi, H:o)] + 
+ Rs: ((H4, ho) (He, h20) — (He, ho) (Hi, h20)]}- 


Par substitution dans (50.15) on obtient la direction de l’axe 
de rotation propre à l’époque t. Notons que cette direction se définit 
par trois projections de H sur Gz qui sont effectuées aux instants t, 
L— MT, l — Nat. 

Choisissons des #,, te, t4 tels que z, (f;) soient non coplanaires. 
Le vecteur unité du moment cinétique s'obtient alors sous forme de 


30° 
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combinaison linéaire 
3 
lon — 2 LiZo (45). (50.19) 


Multiplions scalairement par z, (t;), on obtient le système d’équa- 
tions linéaires en JL, Lo, Us: 


3 
(lors Zo (£1)) = cos 0 = 2 Li (Zo (ti), Zo (ts)), 

3 
(lon: Zo (t2)) = cos 8 — à Li (Zo (ti), Zo (te)), (50.20) 
(on, 20 (£3)) = 605 8 = À pu (20 (1), 20 (5). 


6 étant l'angle entre l’axe de rotation propre et le vecteur moment 
de la quantité de mouvement. 
Trouvons u,, ., 13 à partir du système (50.20): 


cos 8 


Us = —— {[(20 (£2), Z2 (£1)) (Zo (ts); Zo (£2)) — 


— (20 (£3), Zo (£:)) (Zo (£a); Zo (t2))] — [(Zo (1), Zo (£:)) (zx (ts), Zo (£2)) — 
— (20 (és, Zo (t1)) (Zo (£1), Zo (t2))] + 
+ {(Zo (£:), Zo (t1)) (Zo (£2), Zo (t2)) — 
— (20 (£2), Zo (£1)) (Zo (£:1), Zo (t2:))}}, 
cos 0 


PS a {—[(Zo (te), Zo (t1)) (Zo (ts); Zo (t3)) — 


— (2o (ts), Zo (£:1)) (Zo (t2); Zo (t3))] + 
+ [(Zo (£:), Zo (£1)) (Zo (3); Zo (£3)) — 
— (20 (ts), Zo (£1)) (Zo (t:), Zo (é3))] — 
—{(20 (41), Zo (£1)) (Zo (2) ; Zo (£3)) —(Zo (£2),(Zo (£1)) (Zo (£:), Zo (t3))]}; (50.21) 


cos 0 


Bi a {[(Zo (ts), Zo (t2)) (Zo (ts) Zo (t3)) — 


— (2o (te), Zo (£3)) (Zo (3), Zo (£2))] — 
— [(20 (£:1), Zo (£2)) (Zo (£s); Zo (t3)) — 
— (20 (£3), Zo (£2)) (Zo (t:), Zo (s))] + 
+ [(Zo (£1), Zo (£2)) (Zo (ta), Zo (ts)) — 
ri (Zo (ts), Zo (t2)) (Zo (ts), Zo (£s))]} 


Le report de ces formules dans (50.19) fournit la direction du 
vecteur moment de la quantité de mouvement. On trouve cos 8 par 
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la condition x = 1: 
cos 8 = + {ui + Un + Lio + 2 [Uiobzo (Zo (1), Zo (£2)) + 


+ iolso (Zo (£1), Zo (f3)) + Lsol30 (Zo (t2), Zo (ts))}} 1 


L'angle 6 sera supposé aigu, ce qui permettra une définition 
univoque de u. 

Déterminons maintenant la grandeur des vitesses angulaires et 
le sens de rotation. On construit les vecteurs l,: X 20 (t;) = €; 
dont le support est la ligne des nœuds, si bien que leur position 
relative résout le problème en question. 

Si Ô = (e,, Ce, lox) > 0, le trièdre lié précessionne par rapport 
au vecteur moment cinétique dans le sens inverse des aiguilles d’une 
montre pour un observateur ayant sa tête en l’extrémilé de 1,4 et 
ses pieds en G. Pour Ô << 0, le mouvement de précession se fait dans 
le sens contraire. Pour vérifier ces conditions, il faut que 


te — 1, < 7/2. 
Définissons deux angles 
(Xo: C1) (Xo: Ca) 
EU Er SE Cent 

Pour la différence t. — !, suffisamment petite, on trouve à l’aide 
de œ,, p, aussi bien la grandeur de la vitesse angulaire de rotation 
propre que le sens de cette rotation. 

Si l’angle de rotation propre est compté à partir de Gx dans la 
direction de la ligne des nœuds, la rotation autour de Gz s'effectue, 
pour @Pe — P, > 0, dans le sens des aiguilles d’une montre avec la 
vitesse angulaire 


Pi = arc COS 


pour un observateur ayant la tête en l'extrémité de 20. Si ga — qi << 
<< 0, le sens de rotation se conserve et la vitesse angulaire corres- 
pondante est 


— "172 
u l2— ti 
La vitesse angulaire de précession est définie par la formule 
( Ô 
arc SN ——————— 
| C111c2 | 


si (C1, Ce) > 0, 


lo — ls 


° A — arc sin 


— C .- 
sr lelLol 


Si (C1, Ca) 0, 0 <0. 


lo — {4 
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DANS LA MÊME COLLECTION 


PROGRAMMATION MATHÉMATIQUE 


par V. Karmanov 


Cet ouvrage a pour but de donner une idée des mo- 
dèles de gestion, de planification, d'analyse de situations, 
et des problèmes d'optimisation qui en résultent ; il déve- 
loppe également les éléments de la théorie de la program- 
mation mathématique et expose enfin les méthodes fon- 
damentales permettant de résoudre les problèmes de pro- 
grammation mathématique. 

I est destiné aux élèves des universités et des grandes 
écoles qui sont déjà initiés aux éléments des mathémati- 
ques supérieures. Îl intéressera également les personnes 
désireuses d'approfondir leurs connaissances de la théorie 
et des méthodes de résolution des problèmes de program- 
mation mathématique. 


DANS LA MÊME COLLECTION 


ÉQUATIONS INTÉGRALES 
par M. Krasnov, A. Kissélev, G. Makarenko 


Le présent Cours est destiné aux étudiants des gran- 
des écoles ayant une formation mathématique poussée et 
à tous ceux qui s'intéressent aux méthodes de résolution 
des principaux types d'équations intégrales. On donne au 
début de chaque chapitre un résumé des principaux ré- 
sultats, des formules et l’on y étudie en détail des exem- 
ples types. 


DANS LA MÊME COLLECTION 


MÉTHODES NUMÉRIQUES DANS LES PROBLÈMES 
EXTRÉMAUX 


par B. Pchénitchny, You. Daniline 


Cet ouvrage expose les méthodes et les algorithmes utilisés 
en programmation mathématique, en économie, en théorie de 
commande optimale, etc., partout où l’on rencontre des problè-. 
mes exigeant le calcul numérique des extrémums des fonction- 
elles. L’attention particulière est portée sur les algorithmes à 
haute vitesse de convergence qu’on peut utiliser avec succès 
sur les ordinateurs. Dans le livre sont examinées les méthodes 
de minimisation des fonctions, celles qui imposent les restric- 
tions aux variables indépendantes aussi bien que celles qui ne 
tiennent pas compte de ces restrictions. 

Cette monographie s'adresse aux spécialistes en program- 
mation mathématique, analyse numérique et théorie de com- 
mande optimale et à tous ceux qui se heurtent dans leur pra- 
tique aux problèmes de minimisation des fonctions. 


